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1 Demuestra la férmula I1.2 a partir de la f6rmula:

cos (0L + B) = cos 0. cos 3 — sen 0. sen 3

cos (0L — B) = cos (o + (=) = cos o cos (—B) — sen o sen (-B) =

= cos O cos 3 — sen O (=sen PB) = cos O cos B + sen o sen B

2 Demuestra II.3 a partir de zg (0. + P) = %

_ o+ (P) O go+(P)  go-gP
g (=) =g 0+ () = l-rgotg(—B)  1-sga(—2gP) l+gargP

sen (—Qt) = —sen 0L

(+) Como cos (—OL) = cos O

} — g (—0) = —tg O

3 Demuestra la férmula I1.3 a partir de las siguientes:
sen (0 — [3) = sen 0L cos B — cos oL sen B
cos (0. — PB) = cos 0. cos B + sen 0. sen 3

senQLcos B cos Ol sen B
sen(0L—P)  senOcosP—cosOsenP ) cosocos P cosocos P tgo—1tg B
cos(0.—B)  coslcosP+senOsenP  cosOcos P senclsen  l+tgozg B
co:(lcos[3+ cos O cos B

g (a—P) =

(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos B.

4 Si sen12°=0,2 y sen 37° = 0,6, halla cos 12°, tg12°, cos37° y tg37°. Calcula, a partir de ellas,
las razones trigonométricas de 49° y de 25°, usando las férmulas (I) y (II).

e sen 12°=0,2
cos 12° = 1= sen*12°=J1-0,04=0,98
0,2
120= 2% _0,2
g 0,98
e sen 37°=0,6

cos 37° = {1—sen?37°=41-0,36=0,8

137" = 82 0,75

* 49°=12° + 37°, luego:
sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37°= 0,2 - 0,8 + 0,98 - 0,6 = 0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° = 0,98 - 0,8 — 0,2 - 0,6 = 0,664

o o o tg 12°+tg 370 0 2+0 75
49° = 1g (12 = =—s =112
g4 =g (124 37 = 3 5037 1-0,2.0,75

, o_ sen49°
(Podrla calcularse g 49° = 05 40° )
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* 25°=37°—12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° = 0,6 - 0,98 — 0,8 - 0,2 = 0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° = 0,8 - 0,98 + 0,6 - 0,2 = 0,904

1g37°-1g12°  0,75-0,2

1+2¢37°1¢12° 1+0,75-0,2 =0,478

1025 = 1g (37°— 12°) =

5 Demuestra esta igualdad:

cos(@a+b)+cos(a-b) 1
sen(a+b)+sen(a—-b) tga

cos(a+b)+cos(@a—b) _cosacosb—senasenb+cosacosbh+senasenb _
sen(a+b)+sen(a—b)  senacos b+ cos asenb + sen a cos b— cos a sen b

_2cosacosb _cosa _ 1
2senacosb sena tga

6 Demuestra las formulas (III.1) y (II1.3) haciendo o = 3 en las férmulas (I).

sen 200 = sen (0L + O) = sen OL cos O, + cos O, sen O = 2 sen O, cos O
tg O+ 1g O 21 al

200 = o+ )= =
g 1g (0L + o) I—gogo 1-glo

7 Halla las razones trigonométricas de 60° usando las de 30°.

3 _B3

A
2 2 2

_(L>2:i_L:£:L
2 4 4 4 2

tg60°=tg(2'300)= 2tg30 _ 2‘/3/3 _2\/3/3_2‘/3/3_6

sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° cos 30° = 2

5V
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos® 30° — sen® 30° = (%)

1-£4230° 1-(/3/3)2 1-3/9  2/3

8 Halla las razones trigonométricas de 90° usando las de 45°.

sen 90° = sen (2 - 45°) = 2 sen 45° cos 45° = 2-£-£=1

2 2
2\ (Y
o5 90° = cos (2 - 45°) = cos* 45° — sen® 45° = (7) —(7> =0
R . 21g 45° 2.1 .
tg 90° = 1g (2 - 45°) = 1—tg245° =317 — No existe.

2 sen 0. —sen 20, _ 1—cos O

9 Demuestra que: =
91 2sen O +sen200 1+cos

2 sen O — sen 200 _ 2 sen OL— 2 sen OL cos OL _ 2 sen o (1 — cos ©1) _1l—cos
2s5en O+ sen20  2sen O+ 2sen Obcos O 2sen O (1+cos ) 1+ cos O
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Hazlo tu. Halla cos 15° y zg 15°.

o_ . 30° _ /1+m:30°_\/1+/§/2_\/2+«/§
cos 15° = cos > = > = 3 = Z

- ° -312  [2-43
150 = [1=cos30 =\/1 3 =\/ -2_3
8 1+ cos 30° 1+43/2 2+43
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10 Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las f6rmulas IV.1, IV.2 y IV.3.

[0 2 0 2 O
'cos(X:cos(Z-—):cos - — sen” =~
2 2 2

Por la igualdad fundamental:

cos2 % sen? @1 — 1:00:2l+5en2%

De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:

T+coso=2cos2 & — (o2 & _l+coso — cos X4 /M
2 2 2 2 2

b) Restando las igualdades (2.* — 1.%):
2 0 20 _l—cosa o

1—cos 0.=2 sen o sent =R o sen =t /1—62050(
* Por tltimo:

— cos o
sen ol/2 V 1— cos O

cos a2 \/1+cosoc 1+ cos O

gz

11 Sabiendo que cos78° = 0,2, calcula sen78° y zg78°. Averigua las razones trigonométricas de
39° aplicando las fé6rmulas del dngulo mitad.

® cos78°=0,2

sen 78° = y1—cos? 78°=41-10,22-0,98

178 = 8% 49

bl

'5en39°—,~gn_ \/1—60578" \/1 0.2 _ 43

cos 39° = cos%=\/l+a§780 =\/1+20’2 =0,77

° 78° 1—cos78° 1-0,2
= = = =0, 2
83 = = Trces 78 V1702 28

12 Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

* c0s 60° = 0,5

* sen 30° = sen%=\/%=0,5

6‘0530(’:6‘03%: /%=0,866
o, 60° _ 0,5
tg30° = 1g > " /1 0.5 =0,577

13 Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

* 05 90° =

® sen 45° = sen Z— / \/7 ‘/7

05 45° = cos 20 1+0_£

= (05 ==

2 2 2

o, 90°_ [1-0 _f7
= — 2 _-J1=1
245" =18 5=
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2

14 Demuestra esta igualdad: 2 zg 0. - sen % + sen O = tg O,

1—cos O

Ztga-sen2%+sena=2tga- +5en O = M(l—cos0()+5«m0c=5m0c<1_67“0(+1>=

cos O cos O

=smoc<1_”‘0‘””50°>:smoc- 1 =“’”O‘=tgoc
cos O, cos O cos O
15 Demuestra la siguiente igualdad:

2 sen O, — sen 20,
2 sen O + sen 20,

2sen(x—sen2a=253n0€—2sen066050c=foﬂa(l—COS(X):l—co.vOC:t2&
2sen O+ sen 20 2sen O+ 2sen Olcos O 2sen O (1+cos @) 1+ cos O 2
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16 Para demostrar las f6rmulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:
* Expresa en funcién de o y P:
cos (0L +B) = ... cos (0. —P) = ...

* Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendris dos expresiones.
* Sustituye en las expresiones anteriores:

a+B=A}

o-PB=8B
. cos (0t + B) = cos O cos B — sen o sen B

cos (0L — ) = cos O cos B + sen oL sen B

Sumando — cos (00 + B) + cos (00— PB) =2 cos At cos B (1)
Restando — cos (0L + B) — cos (00— PB) = -2 sen oL sen B (2)

(al resolver el sistema)

o+B=A A+B o A-B
Llamando (X—B=B}_>OC= 3 , P= 3

* Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

(1) — cos A+ cos B= ZCOS%L‘OSM

SN

3 (2) = cos A—cos B= -2 sen ;B AEB

17 Transforma en producto y calcula.

a) sen 75° — sen 15° b) sen 75° + sen 15° ¢) cos 75° — cos 15°

|—

a) sen 75° — sen 15° = 2 cos 750;150 sen 7505150 =2 cos 45° sen 30°=2.-

5 Ve

N‘ﬁ N‘ﬁ

b) sen 75° + sen 15° = 2 sen 750;150 cos 7505150 =2 5en45° cos 30°=2 -

[ cfgn =
NI‘I

N‘m

c) cos 75° — cos 15° = =2 sen 750; 15° sen 7505150 =2 sen 45° cos 30°=-2-

ﬁ
2

>|

18 Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta fraccién y simplifica el
resultado:

sen 4a + sen2a
cos 4a + cos 2a

o 4a+2a cos 4a—2a

sen4a+sm2¢=2S 2 2 =25€”3“=tg3a
cos 4a + cos 2a 2 cos 4a+2a cos 4a—2a 2cos3a

2 a
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B Ecuaciones trigonomeétricas
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Hazlo tu. Resuelve sen (00 + 30°) = 2 cos 0.

sen (0L + 30°) = 2 cos o

sen O cos 30° + cos O sen 30° = 2 cos O

1 3

— sen 0L+~ cos 0L = 2 cos O
2 2

Dividimos los dos miembros entre cos Ot:
%tgou%:Z - go+y3=4 > ga=4-3

o, =66°12'22"

Soluciones: {0(2 _946°12' 22"

Hazlo tu. Resuelve cos o = sen 201,

cos O, = sen 20

cosOL=2senOlcos —> cosO—2sencost=0 — cos (1 —2sen ) =0
cos =0 — 0ol;=90°, o, =270°

Posibles soluciones: {1 D een 00 — sen Ol % S 05=30°, 0= 150°

Al comprobarlas sobre la ecuacién inicial, vemos que las cuatro soluciones son vélidas.
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Hazlo tu. Resuelve sen 30— sen o = 0.
sen 30— sen O, = 0

30(2+0L sen 30(2—(1 =0 = 2cos200s5en0.=0 — cos 200 sen 0L =0

200=90° = o4 =45°

200=270° — o, =135°
200=90°+360°=450° — 013=225°
200=270°+360°=630° — o,=315°

2 cos

Si cos200=0 —

Si senot=0 — o5=0° og=180°

1 Resuelve.

a)tgoc:—\/g b) sen o = cos . o) seno =1 d)sen o =1ga

a) x=120°+ £- 360° o bien x=300°+ k- 360°

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120°+k~180°=27n+knrad=x con kel

b)x=2 + knrad con keZ

4
¢ Sisenx=1—> x:%+2/e7trad
3 —> x=2L +kxrad con keZ
Si senx=—l—>x:7n+2/e7trad 2
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d) En ese caso debe ocurrir que:

Obien senx=0 — x=kmnrad

Obien cosx=1 — x:anrad} ™ x=knrad con keZ

2 Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos?0 +cosa—1=0
b)2sen’*0.-1=0
Otga—1go=0
d)2sen’ 0 +3coso =3

1/2 = o4 =60° o,=300°

) cos 0= -1 — 03=180°

_1:/T+8 143
i e

Las tres soluciones son vélidas (se comprueba en la ecuacién inicial).

1 1 J2

b) 2sen? o -1=0 — senzazi — senll=t¢ —=+—"—"

2 2
2

* Si sen OL=-2% = oy =45°% 0,=135°
* Si sena:—g — 03=—45"=315° 04=225°

Todas las soluciones son validas.

go=0 — o;=0° o, =180°
2 _ _ _ 1
gra—ga=0 = go(go-1)=0 <tgoc=1 5 03 =45°, 0 =225°
Todas las soluciones son vilidas.
d)2sen’*o+3coso=3 @)2(1—6‘052(1)+3(,‘05(X=3
(*) Como sen’ o+ cos> =1 — sen® 0. =1— cos*> o

2-2cos*0t+3cos0=3 = 2cos>0t—3coso+1=0

cos Ol =

3:+49-8  3+1 _ 1
i Uh T 1n
Entonces:
*Si coso=1 — o;=0°
*Si coso= o = 04 = 60° 03 =~60" = 300°

Las tres soluciones son validas.

3 Transforma en producto sen 500 — sen 30, y resuelve después la ecuacién sen 500 — sen 30 = 0.

S0 + 30 sen 20— 30 =0 - 26058_0(

sen S0 —sen 300=0 — 2 cos senz—a=0—>

2 2 2
— 2cos40sen =0 — {60540(:0

sen 0L=0
400=90° — 0,=22°30'
40=270° — 0, =67°30'

*Sicosd0=0 = 40 9004360 05 =112°30'
400=270°+360° — o4=157°30'

*Si sen =0 — 05 =0% o =180°

Comprobamos que las seis soluciones son vélidas.
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4 Resuelve.
a)4cos20.+3coso=1
b)tg20.+ 2 cos0. =0
) V2 cos (0/2) — cos 0. = 1

d) 2 sen 0. cos®* 0. — 6 sen® 0. = 0

a) 4cos200+3cos0=1 — 4 (cos>0—sen’0) +3cos0=1 —
= 4 (cos>ot—(1-cos>0) +3cosot=1 > 4Q2cos?a—1)+3cos0t=1 —

— 8costo—4+3cos0t=1 — 8cos?o+3cos0—5=0 —

— cos 0L = _3im=—3113= 10/16=5/8=0,625

16 16 -1
*Si coso=0,625 = a; =51°19"4,13", o, =-51°19' 4,13"

*Si cosot=-1 = o3 =180°

Al comprobar las soluciones, las tres son vélidas.

2tg O
b)g200+2cos=0 — %+2€050€=0 —
1-g-a
sen O
tg O
- g—2+cosoc:0 - 5% so=0 —
I-#g-a l_senzoc
coszoc
— SenOeos O 4 hs0r=0 —> sen O cos O+ cos O (cos® oL — sen® o) =0 —>

6‘052 OC—SL’}’IZ o

— cos O, (sen OL + cos®> 0L —sen’ ) =0 — cos O (sen 0L + 1 — sen® o — sen’ o) —
— cosO (1 +seno—2sen’0) =0 —

cos 0.=0

2 —1+41+8 ~1/2
l+seno—2sen” =0 — sen()L:T: <

1
*Si coso=0 = oy =90° o, =270°

* Si sen(x:—% — 03 =210° oy =330°=-30°

*Si sent=1 — 05 =90°=04

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.
c) «/icos%—cos(l:l — 42 M%—ms(l:l -

— Jl+cosO —coso=1 — m=l+msa -

—1+cosO=1+cos>0+2cos0 —> cos>0+costt=0 — cos (cosot+1) =0

*Si coso=0 = oy =90° o, =270°

*Si cosot=-1 = oy =180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las tnicas vélidas son: o; = 90° y o3 = 180°
d)2senocos?a—6sen> =0 — 2sen o (cos> 0 —3sen?a)=0 —

— 2send (cos> oL+ sen> ot —4sen* ) =0 — 2seno (1 —4 sen’a) =0

*Sisenot=0 — o;=0° o, =180°

*Si sen? o = % - senoc:i% — 03 =30°% oy =150° o5 =210° o4 =330°

Comprobamos las soluciones y observamos que son vélidas todas ellas.
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5 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen (180° — ) = cos (270° — o) + cos 180°

b) sen (45° - 0) + 2 sen . =0

a) sen (180° — o) = cos (270° — o) + cos 180°
sen 180° cos oL — cos 180° sen o = cos 270° cos O + sen 270° sen oL — 1
sen=—sen—1 — 2seno=-1 — :enoc:—% — o =210°% o, =330°

b) sen (45° = o) + Y2 sen o= 0
sen 45° cos oL — cos 45° sen OL + 42 sen oL =0 — gmsoc—gsmou«/zsm(x:O

cosO—sen O+ 2sen =0 — cosO +sen oL =0

Dividimos entre cos O

l+ga=0 — ga=-1 - a; =135, o, =315°
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B Funciones trigonométricas
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1 ;Verdadero o falso?
a) El radidn es una medida de longitud equivalente al radio.
b) Un radidn es un dngulo algo menor que 60°.
¢) Puesto que la longitud de la circunferencia es 277, un dngulo completo (360°) tiene 27 radianes.
d) 180° es algo menos de 3 radianes.
e) Un dngulo recto mide n/2 radianes.
a) Falso. El radidn es una medida angular, no es una medida de longitud.
b) Verdadero, porque un radidn tiene 57° 17' 45"
¢) Verdadero, porque cada radidn abarca un arco de longitud 7.

d) Falso. 180° es la mitad de un dngulo completo y equivale, por tanto, a 7 radianes, algo mds de 3
radianes.

e) Verdadero. Un dngulo recto es la cuarta parte de un dngulo completo y tiene 2r _ % radianes.

& Pasa a radianes los siguientes 4ngulos:
a) 30° b) 72° ©) 90°
d) 127° e) 200° f) 300°
Expresa el resultado en funcién de 7 y luego en forma decimal. Por ejemplo:

30°=30. - rad = rad = 0,52 rad

180 6
a) =2Z_.30° = Z rad = 0,52 rad b) —ZZ_ . 72° = 2% rad = 1,26 rad
360° 6 ’ 360° 5 '

27'C . o_ T ~ 27'[ . °
) 360° 90° = 2 rad = 1,57 rad d) 360° 127° = 2,22 rad

2n o_ 10m - 2n o_ O -
e) 360° 200° = 9 rad ~ 3,49 rad f) 360° 300 3 rad = 5,24 rad

3 Pasa a grados los siguientes dngulos:

a) 2rad b) 0,83 rad 9] % rad
d) STR rad e) 3,5 rad f) nrad

a) 290° 5 _114°35'29,6"
2n

b) 390° . 0,83 = 47° 33' 19,8"
2t

360° m _ g
c) o 36

5
360° 5 _qs0p0
d) e 150

¢) 360 135 _200°32' 6,8"
2n

£ 360 - _180°
2t
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4 Copia y completa la siguiente tabla en tu cuaderno y afiade las razones trigonométricas (seno,
coseno y tangente) de cada uno de los 4ngulos:

GRADOS 30° 60° | 90° 135°|150°

RADIANES % %ﬂ n

(cli7\plol ] 210° | 225° 270° 330°|360°
%n %7‘: %7‘:

La tabla completa estd en el siguiente apartado (pdgina siguiente) del libro de texto.
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5 ;Verdadero o falso?
a) Las funciones trigonométricas son periédicas.
b) Las funciones sen y cos tienen un periodo de 2x.

¢) La funcién tgx tiene periodo =.
d) La funcién cosx es como sen x desplazada n/2 a la izquierda.

a) Verdadero. La forma de sus gréficas se repite a lo largo del ¢je horizontal, cada 27 radianes.
b) Verdadero.

sen (x +2m) = sen x

porque 2m radianes equivalen a una vuelta completa.
cos (x + 2m) = cos x

c) Verdadero.
tg(x+m)=tex
Podemos observarlo en la gréfica de la funcién zgx dibujada mds arriba en esta pdgina.

d) Verdadero. Se puede observar en las grificas correspondientes de esta pagina.
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Razones trigonométricas a partir de otras

Hazlo tu. Sabiendo que sen 54° = 0,81 halla cos 108°, 7g27°, sen 24°, cos 99°.
sen® 54° + cos?> 54° =1 — 0,812+ cos>54°=1 — cos 54° = y1-0,812=0,59

cos 108° = cos (2 - 54°) = cos? 54° — sen? 54° = 0,592 — 0,812 = —0,31

o 54° ) _ 1—00554°=\/1—0,59=
%827 'tg< 2) Trcos54° V12059 21

sen 24° = sen (54° — 30°) = sen 54° cos 30° — cos 54° sen 30° = 0,81 - g -0,59. % =0,41

cos 99° = cos (54° + 45°) = cos 54° cos 45° — sen 54° sen 45° = 0,59 g -0,81- % =-0,16

2. Identidades trigonométricas

Hazlo ti. Demuestra que sen 20, — tg O. cos 20. = tg O..
Aplicamos las férmulas del dngulo doble y las relaciones fundamentales:
sen 200 — tg O cos 200 = 2 sen 0O, cos O — g O (cos? oL — sen® 1) =
= 2 sen O cos 0L — SO (0052 o — sen? o) =
cosoL

_ 2 sen O 6'052 oL —sen O 5052 o+ 56723

cos O

a:

= SN0 () 052 O — cos? O+ sen? o) =
cos oL

=S (052 014 sen® o) = SO -
¢

tg O
0s O cos O g

3. Simplificaciéon de expresiones trigonométricas

2 cos (45° + O) cos (45° — o)
cos 201 )

Hazlo tu. Simplifica la expresién

2 cos (45° + 01) cos (45° — @) _ 2 (cos 45° cos OL— sen 45° sen O) (cos 45° cos 0L + sen 45° sen 1) _

cos 20 cos 20
i 2(% cos OL — g sen OC)(% cos O + % sen 0() )
B cos 20, -

ZQQ (cos OL— sen Q) (cos 0L+ sen O)
2 2 cos 200 N

_ cos® 0.—sen* 0L _ cos 20, -1
cos 20 cos 200
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4, Resolucion de ecuaciones trigonométricas
Hazlo tu. Resuelve estas ecuaciones:

3

a) sen> x — sen x cos®> x = 0

b) /3 senx + cosx =2
9] tg2%=l—cosx

cos 4x +cos 2x _ 1
sen 4x — sen 2x

a) Extraemos factor comun: sen x (sen? x — cos® x) = 0

Igualamos a cero cada factor:

senx=0 — x=0°+360°-k; x=180°+360°- k

sen®x—cos?x=0 — sen’*x— (1 —sen?x) =0 — 2sen’x=1 = sen’x = % - senx:ig
Si sen x = 72, entonces x = 45° + 360° - k; x=135°+ 360° - k

, entonces x = 225° + 360° - k; x=315°+360°- £k

Si sen x = —

N‘ﬁ

b) Pasamos cos x al segundo miembro y elevamos al cuadrado después:
(W3 sen x)2=(2 —cos )2 — 3sen® x =4 —4cos x + cos* x —

— 3(1 = cos® x) = 4 — 4cos x + cos? x — 4cos® x—4cosx+1=0 —

— cosx = 4§0 =% — x=60°+360°-£; x=300°+360°-4

Comprobamos las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al cuadrado.

x=60°+360° b —> B-§+%=2 = Vale.

x=300°+360°- b —> B-‘f+%=2 — No vale.

¢) Utilizamos la férmula de la tangente del dngulo mitad:

2
<,1—cosx> =l—cosx > w:l—cosx — l-cosx=1—-cos*x —
1+ cos x 1+ cos x

2

— cos“x—cosx=0 — cosx (1 —cosx) =0 —

cosx=0 — x=90°+360°-k; x=270°+360°- %
cosx=1— x=0°+360°- %

d) Transformamos las sumas en productos:

4x + 2x cos 4x — 2x

2 cos

2 LA N A R R =
9 cos 4x;2x sen 4x52x sen x g x

— x=45°+360°- k; x=225°+360°- £
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Razones trigonométricas de (o + B); (o -B); 200 y o/2

Si sen oL = %, 90°< 0. < 180° y cosP = —é, 180° < B < 270°, hallar: cos (0. + B); sen (0.—B); tg 205 1g %

9

sen? o+ costor=1 — g+msz(x:1 - 6‘052()(:1—6

25

— cos Ol = —% porque el dngulo estd en el segundo cuadrante.

sen® B+ cos® B =1 _>sm25+ﬁ_l S senP = % N

— senf = —@ porque el dngulo estd en el tercer cuadrante.
P = _64/4 J15
cos(oc+B)=cosO€cos|3—smocsm|3=<_§>.<_%)_g( «/?)_3«/2;4
fﬂ’ﬂ(O(—B)=sen0cms[5—cosocsen[3=%.<_i>_< g)( «/F) —4\,?—3

tg 200 =

\/7 ya que el dngulo E estd en el segundo cuadrante.

Identidades trigonométricas
Demostrar que: cos 3x = 4 cos? x— 3 cos x
cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x — sen 2x sen x = (cos® x — sen> x) cos x — 2 sen x cos x sen x =

=6‘033.96—567[2)6'(,'0536—2S€n2X605X= C‘DSSX—S.S??ZZXCOSX

Expresiones algebraicas equivalentes
Escribir la expresion cos (0. + B) cos (0. — ) en funcién de cos oL y sen .
cos (0L + PB) cos (oL — PB) = (cos o cos B — sen oL sen B) (cos o cos P + sen o sen B) =
= cos” o cos® B — sen® oL sen” B = cos® o (1 — sen” B) — (1 — cos” o) sen” B =

= cos® oL — cos® oL sen? B— sen? B + cos” o sen” B = cos? oL — sen” B

Simplificacion de expresiones trigonométricas

Simplificar esta expresion: 2 tg o cos? % — sen O

2
2te0cos> X _seno=21 0((1 ,1+cos(x> —5m(x=2m-w—sm0(=
4 2 g 2 cos O 2

_ sen O (1 + cos ) — sen O cos O _ Sen OL+ sen O cos O — sen OL cos OL _ sen O
cos O cos Q. cos O

=g o
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Ecuaciones trigonométricas

Resolver estas ecuaciones:

a) cos® (2x + 30°) = 1 b) 4sen x + 4coszxtgx+ tgx=0,con tgx=0

4
a) cos (2x + 30°) = i%

2x+30°=60° — x=15°+360°-k
2x+30°=300° — x=135°+360°-k

2x +30°=60°+360° = x=195°+360°- £
2x +30°=300°+360° — x=315°+360°- £

Si cos 2x + 30°) = -

L
2

2x+30°=120° = x=45°+360°-k
2x +30°=240° — x=105°+360°- £
2x +30°=120°+360° — x=225°+360°. %
2x +30°=240°+360° — x=285°+360°-£%

Si cos 2x + 30°) = —% —

b) Si zgx =0 entonces x=0°+360°- 4; x=180°+360° - £ son soluciones de la ecuacidn, ya que el seno
de estos dngulos también es 0.

Si #g =0, dividimos entre esta funcién en los dos términos de la ecuacién:

M+4mszx+1:0 - M+46052x+1:0 = 4cos’ x+4cosx+1=0 >
g x sen x
cosx
N co;xz—%o:—% S5 x=120°+360° - ; x=240°+360°- &

Resolucidn de sistemas de ecuaciones trigonométricas

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en el intervalo [0°, 360°]:

{cosy—senx:l

4senxcosy+1=0

cosy=1+sen x

bsenx(1+senx)+1=0 — dsen’x+4senx+1=0 — senx= _48i0 =—%
«Sisenx= L+ o cosy = 1+1-3, que es imposible.
2 2 2

¢ Si 567196:—% — cosy= 1—% %

Las diferentes posibilidades son:

x=210°+360°-k' x=210°+360°-/€_ x=350°+360°-/e' x=330°+360° £k
y=60°+360"-k ’ |y=300°+360°-k" |y=60"+360°-k ’ |y=300"+360° £
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Para practicar

M Férmulas trigonométricas

1 Sabiendo que cos o = _3 y 90° < o < 180°, calcula sin hallar el valor de o

4
a) sen 20 b) zg % c) sen (0. + 30°)
d) cos (60° — @) e) cos % f) tg (45° + )
sen 0+ cos’ =1 — sen? 0+ 2 =1 = sen® 0= L — senol= 47 ya que el dngulo estd en el 2.° cuadrante.

16 16 4
_ senoc_ﬁ/4_ {7

g o= coso. -3/4 3

a) sen 20,=2 sen Ol cos Ol =2 - E -(—3 =Y
4 4
3

1-(-2
o _ [1—cos _ < 4)
b)th_ l+cosa 1+(_i)

4

=47 yaque % estd comprendido entre 45° y 90° (estd en el 1. cuadrante).

N : A7 B (i)i_m—3
c) sen (0L +30°) = sen O cos 30° + cos OLsen 30° = 4 2 "\4) 27 3

o cenoeL (L3)_B 7 _—21-3
d) cos (60° — a1) = cos 60° cos O + sen 60 sen 0= < 4> 2 4 g

e
e) cos % At 6205 LA 3 4/ _ % porque % estd comprendido entre 45°y 90° (estd en el 1. cuadrante).

w’@

tg 45° +tg O _ 1+<_ ) —J7
1—tg45°tg0(,_1 1( ‘/7) 1+«/7

F) 1g (45°+00) =

3

& Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" a partir de las de 45°.

[/2 )
2

605(22030.)260:4250 \/1+J—/2 «/2+J—

1g (22°30") = tg /1 IZ 4l§+‘/7

3 Si cos78°=0,2 y sen37° = 0,6 halla las razones trigonométricas de 41° y de 115°.
41°=78°-37°

sen (22°30") = sen

o 5en78° =41—cos278°=41-0,22-0,98

. cos37°:«,/1—sen237":«/1—0,62:0,8
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Ahora ya podemos calcular:
® sen41°=s5en (78°—37°) = sen 78° cos 37° — cos 78° sen 37°=0,98-0,8—-0,2-0,6=0,664
® cos 41° =cos (78° —37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen37°=0,2-0,8+0,98-0,6=0,748

R o_sen41° _ 0,664 _
g 4l°= cos41° 0,748 =0.8877

® 5en115°=s5en(78°+37°) =sen78° cos 37° + cos 78° 5en 37°=0,98-0,8+0,2.0,6=0,904
® c05s115°=cos (78°+37°) = cos 78° cos 37° — sen 78° sen 37°=0,2-0,8—-0,98.0,6=—0,428

o 1p115°2 Sen115° 0,904=_2,112
5 = 115 = 0.428

4 a) Halla el valor exacto de las razones trigonométricas de 75° a partir de las de 30° y 45°.
b) Utilizando los resultados del apartado anterior, calcula las razones trigonométricas de:

105° 165°% 15° 195° y 135°.

a) sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + ¢ 30° sen 45° = 1 ‘/§+‘/3 2 _2+46

2 2 2 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° = g %—%72:‘/62&

=41
. R . 1g 30° + 1g 45° 3 + J§+3
= 45°) = = 2
1g75° = tg (30° + 45°) T— 12 30° g 45° : B , "3 53 =3+

3
b) sen 105° = sen (30° + 75°) = sen 30° cos 75° + cos 30° sen 75° =

1.
2 4 2 4 4
cos 105° = cos (30° + 75°) = cos 30° cos 75° — sen 30° sen 75° = g Ezﬁ‘%f ‘/—=ﬁ2f
J6.+42
1057 f4f Bl P

sen 165 ° = sen (90° + 75°) = sen 90° cos 75° + cos 90° sen 75° = cos 75° = 62

4
cos 165° = cos (90° + 75°) = cos 90° cos 75° — sen 90° sen 75° = —sen 75° = 7_ﬁ4_ /6

£ 2-16
246
g165°= — A4 - ={3-2
S i
4
sen 15° = sen (90° = 75°) = sen 90° cos 75° — cos 90° sen 75° = cos 75° = %;ﬁ
cos 15° = cos (90° = 75°) = cos 90° cos 75° + sen 90° sen 75° = sen 75° = ﬁzﬁ

b2 e
o _ 4 _V6—42 _
Y R PO
4

sen 195° = sen (270° — 75°) = sen 270° cos 75° — cos 270° sen 75° = —cos 75° = 12 Z 16

cos 195° = (cos 270° — 75°) = cos 270° cos 75° + sen 270° sen 75° = —sen 75° = 4_‘&4— /6
26
tg 195° = i _2-16 _«/8—«/5_2_@

Tde 246 62
4
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sen 135° = sen (180° — 45°) = sen 180° cos 45° — cos 180° sen 45° = sen 45° = Q

2
cos 135° = cos (180° — 45°) = cos 180° cos 45° + sen 180° sen 45° = —cos 45° = _2—ﬁ
2
° 2
tg135° = —==—=-1
£
2
5 Desarrolla, en funcién de las razones trigonométricas de o, y simplifica las siguientes expre-
siones:
a) sen (45° + ) — cos (0L — 45°) b) __cos20.
cos O, + sen Ol
©) (sen o + cos 00)% — 2 sen O + cos 20 d) cos? % . sen® % + % cos? o,

a) sen (45° + o) — cos (O — 45°) = sen 45° cos O + cos 45° sen oL — (cos OL cos 45° + sen O sen 45°) =

2 2 2 2

= ——cosOl+——senO———cos 0L ———sen 0. =0
2 2 2 2

cos200 cos® oL — sen® o _ (cos 0L+ sen Q) (cos O — sen O
cos O+ sen O cos Ol + sen O cos O + sen O

=cos Ol — sen Ol

c) (sem O + cos 0% — 2 sen OL + cos 200 = sen’ OL + 2 sen O. cos OL + cos> O — 2 sen O, + cos> 0. — sen’® oL =

= 2(cos? 0L + sen OL cos OL — sen L)

2 2
d) Coszg‘sen2g+LcoszOc:<i\/1+62050() ~<i\/1_;050(> +%6‘0520(=

2 2 4
. 2 el
_ 1+62050c . 1—c2050( +%cos206= I—CZS o, c054 o =%
. -7 4 o+p
6 Sabiendo que cos 0. = 25 (180° <t <270° y 2gf = 3 (180° < B < 270°), calcula zg >
Usamos la relacién sen? o + cos? 00 = 1 para calcular sen o
sen® 0L+ cos* =1 —> sen” oL+ 64295 =1 — sen’ 0= 2772 — sen OL= —%—g porque el dngulo estd en el 3. cuadrante.
senfB 4 4
B3 — sen = 3 cos B
sen® B+cos” B=1 — 176 cos* B+cos? B=1 — % cos? B=1 — cos® P= % — cos P = —% porque también perte-

nece al tercer cuadrante.

Como 360° < o + B < 540°, dividiendo las desigualdades entre 2 tenemos que 180° < OC%B <270°.

+B +p

o
Por tanto, ——— pertenece al tercer cuadrante y la tangente de 7

2
-7 .3 _-24 -4__3

Calculamos cos (o + B) = cos O cos B — sen 0L sen B = =2 =2 ===

255 25 5 5
0“'[3_ l—cos(OHB)_ 1-(3/5) _
Por tanto, #g 2 —m_ 1+(—3/5)_2

es positiva.




Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

7 Si tg% =-3 y 0. <270°% halla sen o, coso y zgo.

o] 1—cos O 1—cos O
tg =3 —> [~ —PX*r__3 5 OB _g
g2 3 1+ cos o 3 1+ cos o ?

— 1—cos=9+9¢cos 0 = 10cos t=—8 — cos Ol =—

o35 _3

—4/5 4

4
5

8 Si 1g20 = J6 y 00<90° halla sen o, coso y tgo.

2go =J6 = 21 0=V6-V6tZ o — J6rgP 0u+28g0—6=0 — tga=_2im=_liﬁ

-2 o 2.J6 J6
, . —1+«/7
Como o estd en el primer cuadrante, solo puede darse que zg ol = K
sen O = ﬁng cos O
2
E cos* O +cost =1 — 8_72‘/76‘052(X+C0520C=1 -
J6 6
7-47 2 2 3 3
- — s 0=1 > os* Ol=—"—= —> s O = [——
3 7-47 747

7-1 371
TS AT N 20—

9 Expresa en funcién de o y simplifica esta expresion:

sen? % — cos? % + 2 sen (90 — o)

senzg—msz%+2xm(90°—a): I_CZOSOL - 1+620S0( + 2 (sen 90° cos 0L — cos 90° sen OL) = — cos OL + 2 cos O = cos O

10 Transforma las siguientes sumas en productos:

a) sen 65° + sen 35° b) sen 65° — sen 35° c) cos 48° + cos 32°
d) cos 48° — cos 32° e) % + sen 50° f) g + cos 75°

a) sen65°+5en35°=2 sen 650;350 cos 6505350 =2 5en50° cos 15°

b) sen G5° — sen 35° = 2 cos 650;350 sen 6505350 =2 cos 50° sen 15°

c) cos 48° + cos 32° =2 cos 48° E 32° 48° E 32° _ ) ¢os 40° cos 8°

d) cos 48° — cos 32° = -2 sen 48° E 32° (o 48° 5 32° _ 2 sen 40° sen 8°

e) %+sen 50° = s5en 30° + sen 50° =2 sen 3005500 cos 3005500 =2 sen 40° cos (=10°) = 2 sen 40° cos 10°

f) g+ms 75°=cos 45° + cos 75° = 2 cos 450;750 cos 4505750 =2 cos 60° cos (—15°) = 2 cos 60° cos 15°



Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

W Identidades trigonométricas

11 Demuestra las siguientes identidades teniendo en cuenta las relaciones fundamentales:

a) (sen oL + cos 0))% — (sen O — cos 1) = 4 sen 0. cos O b) sen 0. - cos? 0. + sen> 0. = sen O,

senO ___sen O _ 2 d) cos O, + sen O

= ccos200=1 + sen 20,
l+cos0 1—cosO sen cos O — sen O,

a) (sen oL+ cos 00) 2 — (sen 0L — cos O) 2 = sen? OL+ 2 sen O cos OL+ cos” O — (sen® OL— 2 sen OL cos OL + cos* O) =
= sen” OL+ 2 sen OL cos OL+ cos” O — sen” OL+ 2 sen OL cos OL— cos” Ol = 4 sen OL cos O
b) sen O cas® O + sen oL = sen 0L (cos® OL + sen® o) = sen O+ 1= sen O,

sen Q. _sen O _ sen OL—sen O cos O.+ sen O+ sen OL cos O _ 25en Q. _ 2sen __ 2

l+cosot l—cosor (1+ cos o) (1— cos o) 1—cos2 o senlo,  Ssend.

d) cosO+sen @ o0 = COSQ+sen O (1,2 o sen? or)= CE A+ (140 0 1 sem ) (cos OL — sen O) =
cos O — sen O cos OL— sen O, cos O, — sen O

= (cos OL + sen O) (cos OL + sen O) = cos® O+ 2 cos O sen O, + sen’ oL =

=1+2sen Ol cosO =1+ sen 200

12 Prueba que son verdaderas las identidades siguientes:
2+2t8%x

l—tgzx

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x cos 60° — sen x sen 60° — (cos x cos 120° — sen x sen 120°) =

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x b) g (x + 45°) — tg (x — 45°) =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x cos 120° + sen x sen 120° =

= cos x cos 60° — sen x sen 60° — cos x - (— cos 60°) + sen x sen 60° =
1

=2cosx60560°:2-§msx:cosx

o o g x+1g45° tgx—1g45° tgx+l tgx-1
b 45°) — —45%) = _ - _ _
) g (6 +457) — 1 (v = 457) l—rgxtg45° l+tgxrg4d5 l-rgx l+igx

_ 1+2tgx+tg2x—(—l+2tgx—tg2x) ~ 2+2tg2x
(1-rgx)(1+2g x) l—tgzx

13 Comprueba que se verifican las dos identidades siguientes:

sen(0+f) tgo+tgf

a) sen 0. sen (0. + f3) + cos ot cos (0t + ) = cos B b) sen(0.—PB)  tgo—1g

* En b), divide numerador y denominador entre cos o. cos P.
a) sen o, sen (0L + [3) + cos O cos (O + [3) = sen O (sen O cos [3 + cos O sen B) + cos 0L (cos OL cos B — sen O sen 3) =
= sen® O cos B + sen OL cos O sen B + cos® O cos B — cos O sen O sen B =

= (sen® oL + cos* o) cos B = cos B

sen OLcos B +cos OLsen 3 sen OLcos B , Cos OLsen B

sen(00+B)  sen Ocos B+cosousen cos O cos B _ cosOlcosP costlcosP rgo+sg B
sen(0.—B) ~ sen OLcos P —cosOLsen B senlcos P—cosousen B~ senolcos B cososen g oi—1g B
cos oL cos 3 cos OLcos B cos OLcos B

14 Demuestra.

1 2 2 O
e+ —=—"— b)2 te _— = o =tg0
a) g ol + 2o sen 0 ) 2 tg O. cos > sen g
a) tg 0L+ 1 :smO(JrcosO(:sszHcosZO(: 1 2 2

fg o cos O sen Ol sen QL cos Ol sen QL cos O - 2 sen OL cos O - sen 20,

b) Ztgotcosz%—:eno(:Z senO  l+cos O _ (. o _ 2 senO.+sen Ol cos O — sen OLcos OL _

- g
cos O 2 2 cos O 4
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15 Demuestra.
a) cos (0L + B) cos (0. — B) = cos® B — sen® o
b) sen (0. + B) sen (0 — B) = sen? oL — sen® B
a) cos (0L + B) cos (0L — B) = (cos 0L cos B — sen o sen B) (cos O cos B + sen O sen B) =
= cos® O cos® B + cos OL cos B sen O sen B — sen O sen B cos O cos P — sen® oL sen” B =
= cos” O cos® B — sen® oL sen’ B = (1= sen” o) cos® B — sen’ oL (1= cos® B) =
= cos® B — sen” o cos® B — sen® L+ sen’ oL cos® B = cos® B — sen” o
b) sen (oL + ) sen (ot — B) = (serz o cos B + cos o sen B) (sen o cos B — cos O sen ) =
= sen’ O cos> B — sen O cos B cos O sen B + cos OLsen B sen O cos B — cos® o sen® B =
= sen” QL cos® B — cos® o sen® B = sen” o (1= sen? B) — (1 sen® o) sen? B =

= sen” O — sen’® oL sen® B — sen® B + sen” oL sen’ P = sen® oL — sen’

16 Demuestra las siguientes igualdades:

2
a) 2 sen Q. Lsen” o _ oo b) 12—00520€ =2tg206
tg 20 cos 0 sen” O + cos 200

c) sen 20 cos O, — sen O, cos 20, = sen O, 2 sen 0. — sen 20 =tgz%

2 sen O, + sen 20

sen 20
—— =120
1+ cos 20, g
cos? oL — sen* o
2 2 1— 2 2 sen o 2 2
2) 2sen oL , sen” O _ sen OL(1—tg 0‘)+sen o _ cos” O, L sen” oL _
tg 200 cos O 20 cos O sen O cos O
cos O
2 2 2 2
_ Cos” OL—sen” OL  sen” OL _ cos” Ol _ ..o
cos O, cos O, cos O,
b) 1—cos20.  _ 1—(cos® oL — sen” Q1) _1—cos* oL+ sen* o _ 2 sen’a 21 a
sen2 o+ cos 200 smz o+ c1152 o — sen2 o cosz o 6‘052 o

C) sen 20L cos OL— sen O, cos 201 =2 sen O cos 0. cos O. — sen O, (cos? O, — sen® O1) =

%

=2 sen (XCOSZ(X—Sei’lOCCO.szC+S€7’l* a=5€ﬂa€052 3

O+ sen” Ol =

= sen OL(cos® OL + sen* OU) = sen O

2sen OL—sen20. _ 2senO—2 sen Olcos O, _ 2sen O.(1—cos &) _ 1— cos o 0 )

2sen O+ sen20  2senO+senCicos o 2senO(l+cos )  1+cos 2
sen20,  __ 2senOeos O () _2sen OLcos O :2senoccos(xzsen(x:tga
L+cos 200 1+ cos® oL — sen* o cos® oL+ cos? O 2 cos® o cos O

(*) 1=cos® 0L+ sen® oL —> —sen” oL =cos> 0L — 1

17 Comprueba, sin utilizar la calculadora, las siguientes igualdades.

)

a) sen 130° + sen 50° = 2 cos 40° b) cos 75° — cos 15° = -5
a) sen130°+sen50°=2 sen 13002+ 50 1ps 13002_ 50° 5 sen 90° cos 40° = 2 cos 40°
b) cos 75° — cos 15° = =2 sen 750;150 sen 7505150 =—2Sen45°sen30°=—2.g.%=_g
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M Ecuaciones trigonométricas

18 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2sen’x=1 b)312x-1=0 ) l-4cos?x=0 d)3gx+4=0

a) 2sen’x=1 — sen’® =+

N’ﬁ

1
X=-"- —> senx=+=
2

-

e Si senx=g — x=45°+360°-k; x=135°+360°-£

e Si 5€ﬂx=—% — x=225°+360°-k; x=315°+360°. £

Es decir, las soluciones son todos los dngulos del tipo x = 45° + 90° - £

1 1 Y3

b)3tg2x—1=0—)tg2x=g—>tgx=+ =+

e Si tgng — x=30°+360°-k; x=210°+360°- %
e Si tgx:—g — x=150°+360°-£; x=330°+360°- £k

Q) 1-4cos?x=0 > ox=L cosx=i%

4
e Si cosx:% — x=60°+360°.£; x=300°+360°. £
e Si Cosx=—% — x=120°+360°-kb; x=240°+360"-k
d)3rgx+4=0 — tgx:—% — x=126°52"12"+360°. k; x=306°52"12"+360°. k
19 Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos’x—sen’x+1=0

b) sen’ x—senx =0

©)2cosx— 3 cosx=0

a) 2cos?x—sen’x+1=0

2

— 2c0os% x —cos? x=0
cos” x

2 0 %7 =90°
cos” = —> (C0s X = 4 x2=270°

Al comprobarlas en la ecuacién inicial, las dos soluciones son vélidas. Luego:

x1=90°+k~360°=£+2/en
23 con kel
x2=270°+k~360°=7n+2/e7r

Lo que podemos expresar como:

x=90°+/e-180°=%+/en con ke”Z

senx=0 — x;=0°% x,=180°

b)senx (senx—1)=0 — {senx=1 — x3=90°

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son vélidas. Luego:

x=k-360°=2kn
x,=180°+%-360°=m+2km

x3:90°+k-360°=%+2kn

con ke”Z
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O, de otra forma:

xy=km=k-180°
kel
x3:%+2kn=90°+k-360° con ke

(x asf incluye las soluciones x; y x, anteriores)

cos x=0 — x;=90° x,=270°

cosx (2 cos x—43)=0 — V3

¢ cosx:T — x3=30° x4=330°

~

Las cuatro soluciones son vilidas. Luego:
%1 =90°+ k-360°=Z + 2k

xy=270°+ k-360°= 3% 4 2k n

2 - con kel
x3=3()°+/e-360°=%+2/e1t
x4=330°+k-360°=%+2/€n

NOTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una sola de la siguiente forma:

x=90°+F- 180°=%+k7‘c

20 Resuelve.

a) sen’* x—cos? x=1 b) cos? x — sen® x = 0 ©)2cos?x+senx=1 d)3tg2x—«/§tgx=0

2N 2 a2 2. S xp=90°
a) (1—cos*x)—cos“x=1 > 1-2cos"x=1 = cos“x=0 —> cosx=0 — R
x2=270

Las dos soluciones son validas. Luego:
51 =907+ k360 =% 4 2k

3 con ke”Z
x2=270°+k-360°=7n+2kn

O, lo que es lo mismo:

x=90°+k-180°=%+/€n con ke”Z

b) (1—sen® x)—sen* x=0 — 1-2sen*>x=0 — sen’

1
X=——- —> senx=t%
2

M‘ﬁ

e Si senx:% — x;=45°, x,=135°
e Si 5mx=—g — x3=225° x4=315°

Comprobamos que todas las soluciones son validas. Luego:

x1:45°+/e-360°:%+2kn
x2=135°+k-360°=%+2kn

5 - con ke”Z
x3:225°+k-360°=7n+2kn
x4=515°+/e-360°=%+2/e7t

O, lo que es lo mismo:

x=45°+£k-90°="+/ con ke”Z

LT
2

UNES
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Q) 2(1—sen* x)+senx=1 — 2—2sen® x+senx=1 — 2sen* x —senx—1=0 —
1+41+8 143
= O = — =
— senx 7 <

1 — x;=90°
“1/2 = x,=210° x3=330°

Las tres soluciones son vélidas, es decir:
X :90°+k-360°:%+2kn
x2=210°+k-360°=ﬁ+2/en con keZ

6
x3=330°+£-360°= lén +2k1

tgx=0 — x;=0° x,=180°

d) rgx(Bgx—43)=0 — tgx=§ — x3=30° x4=210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuacién inicial y vemos que las cuatro son validas.
Entonces:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+£-360°=m+2kn

x3=30°+/e-360°=%+2/en - con ke”Z

=210°+ £-360° = 76“ +2k1r

Lo que podria expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro anteriores:

x;=k-180°=kn y x,=30°+£-180°=L +kn con keZ

6
21 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)sen(%—x)+cos(%—x)=% b) sen 2x—2 cos®? x=0
c)cos2x—3 senx+1=0 d)sen(%+x)—«/§senx=0
a) sen%co:x—cos%senx+cos%cosx+sm%smx=%
%cosx—@senx+%cosx+§smx=% - %cosx+%cosx=% - cosx=%<ilz;/j3

Comprobamos y vemos que:

x| — .nen(———)+C(Js<——£>:m¢<—%>+cosO=_—1+1=l

6 3 3 2 2
Xy —> .ren(g—s:;t>+mx<g ?):sm( 33n>+cos<—4;>:l—%:%

Son vilidas las dos soluciones. Luego:

X1 =4 2km=60°+k-360°
g con ke”Z
Xy = 3n+2/e7t 300° + £ - 360°
b) 2 sen x cos x — 2 cos* x=0 — 2 cos x(sen x — cos x)=0 —
{ cos x=0 — x;=90° x,=270°

sen x=cos x —> x3=45° x4=225°

Comprobamos las soluciones. Todas son vilidas.
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x1=90°+ £-360°= 2+ 2k m

x2=270°+k-360°=32—“+2/en

tcon ke”Z
x3=45°+%-360°=" +2kn
4
x4=225"+ k-360°= 2 + 2k

También podriamos expresarlas como:

x;=90°+k-180°=" + k1
2 con keZ

x2:45°+/e-180°=%+kn

Q) cos?x—sen*x—3senx+1=0 — 1—sen’? x —sen* x —3senx+1=0 —

S 1-2sen’x—3senx+1=0 = 2sen’x+3senx—2=0 —

3+49+16 _ ~3+5 _— 112 = xy=30° x,=150°

— senx =
4 4 -2 — iImposible!, pues | sen x|<1

Comprobamos que la dos soluciones son vélidas. Luego:

x1:30°+/e-360°:%+2/e7t

5 con keZ
x2=150°+k-360°=%+2kn
d) sen%cosx+cos%senx—ﬁsenx:O - gcosx+%senx—\/§senx=0

V2 2

—co:x—Tsmx:O — cosx—senx=0 — cosx=senx — x1=£, x2=5—n

2 4 4
Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son vélidas. Luego:

x1=%+2kn=45°+k-360°

xZ:STMz/m:zzsu/e-séo*’

Podemos agrupar las dos soluciones en: x = % +kn=45°+k-180° con ke”Z

con ke”Z

22 Resuelve.

a)0052%+cosx—%=() b)tg2%+1=cosx
c)2$en2%+co.s‘2x=0 d) 4 sen’* xcos* x + 2 cos* x—2=0
a) %+msx—%=0 = l+cosx+2cosx—1=0 —

x1=90°
= 35 x=0 > co:x:0<x1 270°
, =

Las dos soluciones son validas. Luego:

x1:90°+k-360°=%+2kn

x2=270+/e-360°=377t+2/e7t

con ke”Z

Agrupando las soluciones: x=90°+£-180°= % +kn con keZ
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1—cos x
1+ cos x

2

+1l=cosx = 1—cosx+14+cos x=cos x+cos™ x —

— 2=cosx+cos>x — costx+cosx—2=0 —

1 > x=0°
— (05 x =

—1i«/1+8=—1i3 <
2 2 -2 — ;Imposible, pues|cosx’$l
Luego: x=k-360°=2kn con keZ

c) 2. =cosx |2 e k=0 1—cos x +cos®> x —(1—cos* x)=0 —

S l-cosx+costx—1+cos?x=0 = 2cos> x—cos x=0 —

cos x=0 — x;=90° x,=270°

= cosxQeosx—1)=0 > {cosx:l/Z — x3=060° x4=300°

Se comprueba que son vélidas todas. Por tanto:
x1=90°+k-360°=%+2/e7r
x2=270°+k.360°=32—n+2kn

- con ke”Z
x3=60°+/e-360°=%+2/e1t

x4=300°+/e-360°=5?n+2/e7t
Agrupando las soluciones quedaria:
X1 :90°+k-180°=%+kn

x2=60°+k-360°=%+2/en + con kel

x3=300°+k-360°=57n+2k7t

d) 4(1-cos? %) cos? x+2costx—2=0 — 4cos* x—4cos* x+2cos2x—2=0 —
— 4dcos*x—6cos?x+2=0 = 2cos* x—3c0s> x +1=0
Sea cos’x=z — cos* x =2°
Ast:
x1=0°
z1=1 —>cosx=irl<x2=1800

=45°% x4=315°
zzz%%cosx=tg<x3 4

x5=135° x4=225°
Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son vilidas. Por tanto:
xy = k-360°=2kn
x,=180°+4-360°=m+2kn

3£49-8 _3+1

2722 - 3z41=0 > z= 4 %

x3=45°+/e-360°=£+2/e7t

4
x4=315°+/e-360°=57”4,2/M con ke”Z
x5=135°+k-360°=%+2/€n
x6:225°+k-360°:%+2kn
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O, agrupando las soluciones:

x1=k-180°=km
con ke”Z

+kE

x2=45°+k'900= ?

s
4
23 Transforma estas ecuaciones en otras equivalentes cuya incégnita sea 7gx y resuélvelas:

a) senx+cosx=0

b)senzx—Z«/g senxcosx+3 cos?x=0

2

c) sen” x + sen x cos x = 0

a) Dividimos toda la ecuacién entre cos x:

senx  €OSX _( — tgx+1=0 = tgx=—1 > x=135°+360°- k;x=315"+360°- &
COs X Cosx

b) Dividimos toda la ecuacién entre cos? x:

2 2
sen X_2BS€ﬂXZL‘OSX+36052X=O%thx_zﬂ/gth_'_szo_)

2
243

cos” x cos” x cos” x
2

> Igx= iO:«/g%x:60°+360°-k;x=240°+360°-/e

¢) Dividimos toda la ecuacién entre cos? x:

tgx=0

6052 X COSZX

2
Sen_X 4 SENXCOSX _( tg2x+tgx:0 > gx(tgx+1)=0 = {
tg x=—1
*Sitgx=0 = x=0°+360°- 4 x=180°+360°- k

*Sifgx=-1 — x=135"+360°- k; x=315°+360°- k
24 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) V3 cos<32—n+x> +cos(x—m) =2
b) cos (%—x) +senx— 3 cosx=0

) sen (%+x) +cos<%+x> =1

d)cos(%—x)—\/gsen (%—x) =1

a) \/3(6'05%605.X‘—Seﬂ3%5671)6)+COSXCOSTC+S€71XS€71TC=2 4

— Bsenx—cosx=2 — 3senx—2=cos x

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

2 2

3sen*x—43senx+4=costx — 3sen*x—4{3senx+4=1—sen*x —

— bdsentx—4Bsenx+3=0 — senx= 4Ei0 :g N

N x=%+2nok; x=23f7t+271'/€

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al

cuadrado.
x=% — 3-605(32n+§>+cos<§—n)=1=2 No vale.

x=2n 3-ms<ﬁ+ﬁ>+ms<27n—n>=2 Vale.

3 2 3
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+senx—y3cosx=0 >

b)c056cosx+sen%senx+senx 3cosx=0 — «/gczo:x+5g§x

3 33
Sen xX = 2

2

cos X

Dividimos los dos miembros entre cos x:

3tgx_i—>¢gx «f%x:%+2n~k;x—43n+2nk

) sen - cos x + cos = sen x + cos T cos x —sen = senx =1 —

4 4 4 4

ﬁ (cosx+senx+cosx—senx)=1 — Deosx=-2
2 7

S ocosx=— 5 x=T ok x= LT on b

2 4 PYEY
d) cos%cosxhcm%smx—B(;enﬂmsx—cos%smx>=1 —

3

%

Co;er B;nx_B<B;05X_segx)=l N

- cosx+v§senx—3€osx+«/§senx:2 -

- —2cosx+2\/§senx:2 - \/gsenx:1+cosx

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

Zsenx=1+2cos x +cos* x = 3—3cos® x=1+2cos x +cos*> x —
— 4decostx+2c05sx—2=0 = 2cos>x+cosx—1=0 — cos x = _14i3
e Si cosx:% — x= %+2n k- x—%+2n-/€

e Si cosx=-1— x=n+2n-k

Ahora debemos comprobar las soluciones porque pueden aparecer falsas soluciones al elevar al
cuadrado.

e Si x= % - ms<£—%)—«/§-sen(%—%):l Vale.
e Si x= 53—7I — cos(ﬂ—ﬁ>—«/§-sen(£—5?n>=—2¢l No vale.
e Six=n—> cos(%—n)—v@-sm(%—n)=l Vale.

25 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) cos2x+ 3 senx=2 b)tg2x-tgx=1
©) cosxcos2x+2cos*x=0 d) 2 sen x = tg2x
e)\/gsen%+cosx—l=0 f) sen 2x cos x = 6 sen> x

g)tg(%—x) +1gx=1

a) cos? x—sen*x+3senx=2 — l—sen® x—sen” x +3senx=2 — 2sen”* x—3senx+1=0 —

1 — X1=90°
1/2 — x,=30° x3=150°

—> sen x =

3+y9-8 3z1
i —
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Las tres soluciones son validas:
X1 =90°+ £:360°= % + 2k

x2=30°+k-360°=%+2/e7t t con keZ

x3=150°+k-360°=5—6n+2/e7r‘

2tg x
l—tgzx

Las cuatro soluciones son validas:

1

b) 3

3 X1 2300, X2=2100
‘tgx=1— 2tg2x=1—tg2x - tg2x=

T XTI T 0, 21507, xy=330°

x1=30°+/e-360°=%+2k7t

x2:210°+/e-360°=7—6“+2/en

x3:150°+k-360°=5—6n+2/e7t

x4=330°+£-360°= lén +2k d

t con ke”Z

Agrupando:

x1=3()°+/e-180°=%+/en
con keZ
x2=150°+k.180°=%”+/m

2 2 2 2 2
cos x (cos? x —sen® x) + 2 cos? x=0 — cosx(cos®> x —1+cos? x)+ 2cos®> x=0 —

~

c
— 2cos3 x—cosx+2cos? x=0 — cosx(2cost x+2cosx—1)=0 —
cosx=0 — x;=90°% x,=270°

N e 21448 —2:2{3 —1%43 < ~—1,366 — jImposible!, pues | cos x |< -1
S 4 4 2 ~0,366 — x3=68°31'51,1", x,=291°28'8,9"

Las soluciones son todas validas:

x1=90°+k-360°=%+2/en

5= 270°+k-360°= 2L 4 2k \ con peZ

x3=68°31'51,5"+4k-360°~0,38n+ 2k n
X4=291°28'8,9”+/€-360°:1,627E+2/@7‘61

Agrupadas, serfan:
51 =907+ k-180°= T 4k

x,=68°31'51,1"+4-360°~ 0,38+ 2k n[ 0 keZ
x3=291°28'8,9"+k-360°~1,62m + 2k n

2tg x

l—tgzx

d) 2 sen x = —>2senx—2senxtg2x:2tgx—>

56712 X _Ssenx

5 — senxmszx—smxsmzx=senxcosx —>
cos” X cos X

—> Sen x —sen x

— sen x(cos® x —sen® x —cos x)=0 — senx (cos> x — 1+ cos?x —cos x)=0 —

senx=0 — x,=0° x,=180°

ﬁ
2cost x —cos x —1=0° — cosx=#= <

1 = x3=0°=x
—-1/2 = x4=240°, x5=120°



Unidad 5. Férmulas y funciones trigonométricas VANENENSACHILLERATO)

Matematicas |

Las cuatro soluciones son vélidas. Luego:

xy = k-360°=2kn
x,=180°+4-360°=m+2kn

4
x4=240°+k.360°=%+2kn> con keZ

x5=120°+k-360°=%+2/€n
Que, agrupando soluciones, quedaria:

x1=k-180°=Fkm

x2:120°+k-360°=2—;+2kn con ke”Z

x3=240°+k-360°=%+2/en

e) V3 %+cosx—l:0 - %:(l—cosx)2 -

> 3-3cosx=21+cos’x—2cosx) = 2cos*x—cosx—1=0 —

1 > x,=0°
(12148 143 :
—> cos x = 4 =73 —<_1/2%x2=1200, x3=240°

Al comprobar, vemos que las tres soluciones son vélidas:
x1=k-360°=2kn

x2=120°+k-360°=%+2k7ﬁ con ke”Z
x3=240°+k-360°=%+2/€7r

£) 2 sen x cos x cos x =6 sen> x — 2 sen x cos® x =6 sen’ x —
— 2senx(1—sen? x)=6sen x — 2senx—2sen’ x=6sen’ x —
— senx=0 — x;=0° x,=180°
x3=30° x,=150°
2.1 1 3 4
sencx=— —> senx=+—~— —>
4 7 x5 =210°, xg =330°
Comprobamos que todas las soluciones son vélidas.

Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:

x =k-180°=Fkm
con keZ
%y=30"+£-90°= T 4 . T
tg (n/4) +1g x l+1g x .
JETTVAEX ol = - kol o 1 R
g) 1—tg(n/4)tgx+tgx - l_tgxﬂ‘gx 1> letgx+tgx—1gx gx —

= g’ x-3tgx=0 > tgx(tgx—3)=0 >

tgx=0 — x,=0° x,=180°
tgx=3 — x3=71°33'54,2", x4,=251°33"54,2"
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Las cuatro soluciones son validas:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+4-360°=m+2kn

xs=71°33'54,2"+k-360°z2?“+2/en ( con keZ

:251033'54,2”+/e-360°:%+2k7t

O, lo que es lo mismo:

X =k-180°=kn

keZ
%,=7133'54,2" 4 4180~ ZE 1 con k€

M Angulos en radianes

26 Expresa en grados los siguientes 4ngulos dados en radianes:

6) 3’ 9’ 5’195’32

%“md:%:lsm 73—“7441:%:42& %ma’:%:%"
%md:%ﬂw 1,5 rad = 1:2°180° _gsos61 37 3.2 rad = 222:180° _ 183090 47
7T T

2'7 Pasa a radianes los siguientes dngulos. Exprésalos en funcién de n:
135° 210° 108°% 72° 126°; 480°

l35°=1357'n=3—nmd

180 4
210°= 212(’)“ - 76“ rad
108° = 1‘1)26” =35—“md
72°=%=25—“md

o _ 126'7'(_7_7‘5
126° = 180 _lonm’

480°-480-n _8m
180 3 “

28 Prueba que:

a)dsen = + 2 cos = +cosm=2

6 4
o mo_
b)2«/§sen 3 +4sen6 25en2 =3
c)senzTn—cos%+tg4Tn+tg lén=53_‘/§

o ki 41,52 a1
a) 4sen6+«/§cos4+cosn-4 2+«/§ 2 +(-1)=2+1-1=2

£TC T _ T _9f 7“3 s, - i I

b) 2«/35671 3 +Ltsen6 2 sen 2—2 3 > +4 > 2.1=3+2-2=3
2r 7n 4 11z _ 43 «/3) ¥3 ) (1 1 1)_5«/3
c) sm—3 —603—6 +1g—— 3 tg—6 =5 —( > + 3+(—3 =43 —2+—2+1——3 =3~
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29 Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calculadora:

30

31

a)Scos%—cosO+2c‘os7':—cos32—7I + cos 27

b) sen +sen%+sen7z

4

4

cos— +1g— 3 /n

9] g6

ko T _ T _ kL
d)Bcos6 +sfm6 «/50054 2«/§sen3

Comprueba los resultados con calculadora.
a)5-0-1+2-(-1)-0+1=-2

c) %+B—?= +2f

L
2

b)g+l+0=‘/§2+2
B 1 2 3. 3.1 _
DB ey V2 2B 5 ey 152

Halla las razones trigonométricas de los siguientes dngulos e indica, sin pasar a grados, en qué

cuadrante estd cada uno:
a) 0,8 rad
e) n/8 rad

b) 3,2 rad
f) 7n/4 rad
3=

* Ten en cuenta que: % = 1,57; n=314

=47 2n=

c) 2rad d) 4,5 rad
g) 3n/5 rad h) 1,27 rad
6,28.

Para saber en qué cuadrante estd cada uno, podemos usar también los signos de las razones trigono-

métricas.

a) sen 0,8 = 0,72 cos 0,8 = 0,50
b) sen 3,2 = -0,06 cos 3,2 = -1

c) sen2 =091 cos 2 =—0,42

d) sen 4,5 = -0,98 cos 4,5 = 0,21
e) 5m%=0,38 cos%=0,92

f) sen £~ 4 -0,71 cos% 0,71
g) sen -~ 5 =0,95 ms%:—o 31
h) sen 1,21 = —0,59 cos 1,2n = —0,81

¢ 0,8 =1,03 — Cuadrante I
tg 3,2 = 0,06 — Cuadrante III
tg2=-2,19 — Cuadrante II
g 4,5 = 4,64 — Cuadrante III

g % =0,41 — Cuadrantel
1g % =—1 — Cuadrante IV
tg 3T7t =-3,08 — Cuadrante I

tg 1,21 = 0,73 — Cuadrante III

En cada caso halla, en radianes, dos valores para el dngulo o tales que:

a) sen oL = 0,32

b) cos o = 0,58

o tgo=-1,5

d) sen 0. = —0,63

a) oy = 0,33; o, = 2,82
b) oy =0,95; o, =5,33
o) o; =-0,98; o, =2,16

d) a; =-0,68; a, = 3,82
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Para resolver

32 Representa las siguientes funciones trigonométricas:
a) y=—senx b)y=1+senx ) y=—cosx d)y=1+cosx
Todas estas funciones son periddicas, de periodo 27. Estdn representadas en el intervalo [0, 2x]. A
partir de aqui, se repite.

a) y=—senx b)y=1+senx
Y

C) y=—cosx d)y=1+cosx

/234‘5\6)( 112 301410516 X
-1 -1

33 Asocia a cada una de las siguientes funciones la grifica que le corresponde:

a)y=2senx 1 I
b) y = cos 2x /\ \ /\ /
c)y=2cosx » %\/7T 371:\./21: 3 \%/ i \%/ x
d) y = sen 2x
2 111 ) v
1 1\ /
§1d b4 3n 21 bid T 3n | 2
2 2 2 2
-1 -1
-2 -2
a) Grafica II1. b) Grifica II. ¢) GrificaIV. d) GrificaI.

34 Halla los puntos de corte de las funciones y=senx e y=tgx.

Los puntos de corte serdn aquellos cuyas abscisas cumplan sen x = 7g x.

Resolvemos la ecuacién:
senx=0

senx—tgx:O—)senx—m:0—>senx<l— 1 >=0% 1
cos x cos x 1- =0

cos X

eSi senx=0 = x=0+2n-kb; x=nn+2n -k

eSi 1— 1 =0 = cosx=1 — x=0+2n-k
cos x

En resumen, x=m- £

En todos ellos tanto el seno como la tangente valen 0. Por tanto, los puntos de corte de las funciones

son de la forma (n - 4, 0).
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35 En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm. Halla el 4ngulo central que co-
rresponde a ese arco en grados y en radianes.

Como la circunferencia completa (100,53 cm) son 2r 7ad, entonces:

100,53  2x 20- 2%
009 _ LT = =1,2
0 o - o 100,53 =0 S rad

o =390" 1 25_71°37'11"
2t

36 En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud le corresponde un dngulo de
2,5 radianes. ;Cudl es el radio de esa circunferencia?
12
L

< 2,5rad _ 12cm 12
2 = R= =4,
1rad Rcm - 2,5 8em

3'7 Halla, en radianes, el 4ngulo comprendido entre 0 y 27 tal que sus razones trigonométricas

coincidan con las de lgn .
Como 15—9 =3,8, el dngulo o dado verifica 27 < 0 < 47, luego tiene mds de una vuelta completa y

menos de dos vueltas.
Si le restamos una vuelta (27) obtendremos el 4ngulo que nos piden.

In

Tiene las mismas razones trigonométricas que el dngulo lgn —2n= 95—n y 0< S rad < 27.
38 /\ Si en este tridngulo isésceles sabemos que cos 0. = g, calcula, sin hallar el 4n-

gulo o, el valor de cos f3.
/N 7\

Para calcular cos B necesitamos averiguar primero el valor de sen ou:

1 7

sen® O+ cos> =1 — 5€n206+§:1 — senzazg — sen O = /% ya que es un éngulo agudo.

cos B = cos (180° — 200) = cos 180° cos 20 + sen 180° sen 200 = — cos 200 = — (cos* O, — sen” 01) = —(é - ;) = %

39 En un tridngulo ABC conocemos B = 45° y cos A = ——. Calcula, sin hallar los dngulos 4 y

1
5

C, las razones trigonométricas del 4ngulo C.

Calculamos primero las razones trigonométricas de A y de B.

S€ﬂ2121\+£‘052121\=1 - 5€n2121\+%:1 - senzﬁ:§—4 - senzﬁ:% yaquezzl\< 180°.

sen B = sen 45° = g, cos B = cos 45° = g
sen C = sen (180° — (121\ + E)) = sen 180° cos (I‘Al + E) — cos 180° sen (121\ + E) = sen (121\ + E) =

Zh (1)L 458
502 °\5/ 2 10

=sen A cos B + cos A sen B =
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cos C = cos (180° — (A + B)) = cos 180° cos (A + B) + sen 180° sen (A + B) = —cos (A + B) =
=—(Cosﬁ cos B —sen A seng) = —(— 1.2 - {24 Q): 43 +42

57275 2 10

. 4B-2
wOosenC 10 _4d3-42_25-4J6
T wC T aB 2 A2 23
10

40 Si cos20 =

3

w|§|

y 3771 < 0. < 2m, calcula sen ol y cos 0, sin hallar el 4ngulo o

3 V3

2 —>1—5€}120(—S€7120(=?—)256’7220(:1—?—)

w‘ﬁ

o —sen® o=

2. 3-43 3-43

— sen” O=="—"= — sen OL.=—,/——= ya que el dngulo estd en el cuarto cuadrante.

6 6

cos 20, = — cos

= ya que el dngulo estd en el cuarto cuadrante.

41 Demuestra estas igualdades:

tg Ol
a) _ BT o520 b) sen 400 = 2 sen 20. (1 — 2 sen? o) ¢) cos 40, + 2 sen* 20 = 1
tg20.—tg O
o tg o B g o (1—1g7 o) oa(l-ta)
go—go 2go 2igo—rgo(l-1g> )  rgoL+1g O
1-2a <
1_sm20c cos> 0L — sen’ o
=tg(x(1—tg2(x)= cos® o _ cos> o _
tg oL (1+1g° O0) 1+ sen® 0. cos® oL+ sen® o
cos” o cos® o

20 2
= 05" O —sen” O _ 532 o — sen’ oL = cos 201

cos2 Oc+se712 o
b) sen 40 = sen (2 - 200) = 2 sen 20, cos 20 = 2sen 20, (cos? O — sen? O) =
=2 sen 200 (1 — sen? oL — sen® o) = 2 sen 20, (1 — 2 sen? o)

C) cos 40 + 2 sen® 201 = cos (2 - 200) + 2 sen? 20, = cos® 200 — sen® 200 + 2 sen’ 200 = cos® 20L + sen® 201 = 1

42 Simplifica:

2 cos (45° + O) cos (45° — 0)

b) sen oL - cos 20 — cos O - sen 20.
cos 20,

a)

2) 2 cos (45° + 0) cos (45° — ) _ 2 (cos 45° cos OL— sen 45° sen 01) (cos 45° cos O + sen 45° sen @) _
cos 20 cos® oL — sen” O
_2 (cos” 45° cos® O — sen® 45° sen” )
6‘052 o — 5m2 o
_2 [(J2/2)2 cos® oL — (2/2) 2 sen? 0l _
cos® 0L — sen® o

_ 2.1/2cos® ot —2-1/2 sen* o _ cos® oL — sen® o, -1
cos® oL — sen’* o cos oL — sen?

b) sen o - cos (20) — cos ot - sen (201) = sen o (cos® O — sen® OL) — cos OL 2 sen O cos OL =

3 3

=$€7la€032(x—$€7l (X—25€7’I(XL‘052(X=—5€71 OL—senOLcoszOL=

= —sen O (sen’ oL + cos® O) = —sen o
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43 Resuelve estas ecuaciones:

a) Sen S5x + sen3x _
cos x + cos 3x

+
b) Sen 3xt+senx _

cos 3x — cos x

c) sen 3x — sen x = cos 2x

d) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x

5x +3x 5x —3x
a) 2 sen 2 "3 1 — 2semdxcosx _q _y sendx _i _ sen (2 - 2x) 15
2 pps DXHX o0 3x—x 2 cos 2x cos x cos 2x cos 2x
2 2
—y 28en2xcos2x ) 5 9 ppn-] - en2x=1 —
cos 2x 2
:
2x=30° > x1:15°+k-360°:%+2kn
2x=150° — x2:75°+k.36002%+2kn
— t con keZ
2x=390° — x3=195°+/e~360°=%+2k7r
2x=510° > x4=255°+k-56()°=71172“ +2km
Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.
3x +x 3x —x ene
b) 2 sen 2 " -3 - 2sen2xcosx _ _cosx _ 1 =«/§—>t~x=_£—> x1=150
o) 3x+x 3x —x —2senlxsenx —semx g x S 3 xy=330°
2 sen S5 sen =55

Ambas soluciones son viélidas, luego:

%, =150°+ £-360°= 2% + 2k 1

6 con ke”Z
x2=530°+/e-360°=%+2/e7t
c) 2 cos 3x2+x sen 3x2—x =cos 2x

2cos2x semx=cos2x — 2senx=1 — senx=% — x;=30° x,=150°

Comprobando, vemos que las dos soluciones son validas. Luego:

%1 =307+ k-360°= T 4 2k
con ke”Z

x2=150°+k.360°=5—6“+2kn

d) sen 3x — sen x = cos 3x — cos x —> 2 cos 2x sen x = —2 sen 2x sen x — (Dividimos entre 2 sen x)

—> cos 2x=—sen2x — M:—l — g 2x=-1—>

cos 2x
2x=315° — x;=157,5°+k-360°
2x=135° = x,=67,5"+k-360°
= 1202675 = x3-337,5°+ k-360° | " k€2

2x=495° — x4=247,5°+k-360°
Podemos comprobar que las cuatro soluciones son vilidas. Agrupdndolas:

x=67,5°+k£-90° con ke”Z
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44 a) Demuestra que sen 3x = 3 sen x cos”> x — sen® x. b) Resuelve la ecuacién sen 3x—2 sen x = 0.

a) sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x cos x + cos 2x sen x = 2 sen x cos x cos x + (cos® x — sen” x) sen x =
=2 sen x cos® x + sen x cos® x — sen> x = 3 sen x cos® x — sen> x
b) sen3x—2senx=0 — por el resultado del apartado anterior:
3 senx cos* x —sen® x —2senx=0 — 3senx(1—sen® x)—sen® x —2senx=0 —
— 3senx—3send x—sen® x —2senx=0 —
> bdsend x—senx=0 — senx(bsen*x—1)=0 >
senx=0 = x,=0° x,=150°
- 1 o o o o
smx=t3 — x3=30°% x4=150°% x5=210° x¢=330
Todas las soluciones son vdlidas y se pueden expresar como:

x,=k-180°=kn

=3()°+/e-180°=%+/en con beZ

x5=150°+ £ 180° = 56”+/en

45 Demuestra las siguientes igualdades:
a) sen® (aTJr[3> — sen? (OCT_B) = sen O. - sen [3 b) cos? <OCT_B> — cos? (OLTJrB) = sen O. - sen 3

a) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego podemos factorizarlo
como una suma por una diferencia:

;m<°°%[3>+sm<°°;ﬁ> : sen(a;B>—sen(a—‘ [2:671%605%} [2c0575m b

_4 [1=coso /1+005[5. I 1+cos O, [ 1—cos B _
2 2 2 2

=J(1=cos B) (1+ cos B) (1 + cos &) (1= cos B) =

= \/(l—cos2 o) (1—cos® B) = «/sen o - sen® B = sen o sen B

(*) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

o+p o-P o+p o-P
3 vty %y 5 5 =B

b) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:

a;B N 06;5 oy OCEB B 06;13 _B
.[m(“gﬁ)_m(“;ﬁ)
§

585 el
12 sen & sen | =

3 B B ]
2 2

[—256;17:6717
=4 ,1+52030L_4,1+;05B' ,1—;050(_ l_gosB=\/(1—605206)(1—6052B):«/senzaosen2ﬁ=senasenﬁ

NOTA: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior como sigue:
B e

=sen2<(x;[3)—se <oc B>=sen0csm[3

(*) Por el apartado anterior.

[2 cos 7 cos —— [2 cos 7 cos —
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46 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al primer cuadrante:

x+y=120° b senx+cos y=1 0 sen’ x + cos y=1 d) senx+cos y=1
senx—sen_y:% x+y=90° cos? x —sen® y=1 4 sen x cos y=1
a) De la segunda ecuacién: 2 cos x;y sen x;y =%
Como:
x+y=120° = 2c0560°senx;y=% — 2 %Senx;y=% -
%senx_y:%%xz 30° = x— y=060°

Asi: x+y=120°
x—y= 060°
2x  =180° = x=90° — y=30°
Luego la solucién es (90°, 30°)
b) x + y=90° — complementarios — sen x = cos y

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:
cos y+cos y=1 = 2cos y=1 — cosy:% — y=60° = x=90°- y=90°-60°=30°
Luego la solucién es: (30°, 60°)

cos® y:l—xmz ¥

c) Como {

cos? x =1—sen’x
El sistema queda:
sen® x +1—sen” y=1 sen* x —sen* y=0
2 2 - 2 2
1—sen” x —sen” y=1 —sen” x — sen” y =

—253712)/:0 — seny=0 — y=0°
Sustituyendo en la segunda ecuacién (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cosx=1—> x=0°

cos?x—0=1 > cos?x=1=
cosx=—-1 = x=180°€ 2.°cuadrante

Luego la solucién es: (0°, 0°)

d) senx +cos y=

-1_
4567136605}/:1} sy enx

b4senx(1—senx)=1 — 4dsen*x—4dsenx+1=0 — senx= 440 —; — cos y=1-

8

l\)|>—‘
I\J|>—‘

Las diferentes posibilidades son:
=30°+360°- &
=60°+360°- £
=30°+360°- 4
y=300°+360°
x=150°+360°-4
y=60°+360° £

x=150°+360° £
y=300°+360° &
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4'7 Sin desarrollar las razones trigonométricas de la suma o de la diferencia de dngulos, averigua
para qué valores de x se verifica cada una de estas igualdades:

a) sen (x — 60°) = sen 2x b) cos (x — 45°) = cos (2x + 60°)
c) sen (x + 60°) = cos (x + 45°) d) cos (2x — 30°) = cos (x + 45°)

a) sen (x —60°) =sen2x — sen2x —sen(x —60°)=0 —

2x+x2—60° on 2x—(x2—60°) _0 =5 cos 3x—260° en x+260° 0

— 2 cos

3x=60" _gp° _5 x=80°+360°- 4

.396'——6()(7:0_) 2

2 360 270" — x=200°+360° 4

Si sumamos 360° encontramos otra solucion:

¢ Si cos

3X_TGOO=90°+360° — x=320"+360°-4

x+260 =0° — x=300°+360° 4

X+T60°:180° — x=300°+360° &

. x+60° _
Si sen = 0
b) cos (x —45°) = cos 2x +60°) — cos (2x + 60°) — cos (x — 45°)= 0 —

2x+60°2+x—45° sen 2x+60°—2(x—45°) 0 — sen 3x;15° Smx+§05° -0

r o
@:0" 5 x=355°4360°- 4

— =2 sen

=0 —

o < 3x+15°
Si sen 5

L3’C+T15°=180° — x=115°+360° &
Si sumamos 360° encontramos otra solucion: 3x+T150 =0°+360° = x=235°+360°-£

24105% oy v _25594360°- 4
x4105° o ) 2

2 %:180" 5 x=255°+360°- &

¢ Si sen

c) sen (x + 60°) = cos (x + 45°)

Como cos x = sen (x + 90°), podemos sustituir en el segundo miembro obteniendo:

sen (x + 60°) = sen (x + 45° + 90°) — sen (x + 60°) = sen (x + 135°) —> sen (x + 135°) — sen (x + 60°) = 0
2x +195° 75°

B x+135°+ x + 60° x+135°—(x+60°) _ ) 75°

2 cos 2 sen > =0 — cos B sen 5 =0 -
”*Tl”lw 5 x=352°30'+360°-
2’C+T195°=270° s x=172°30"+360° &

d) cos (2x —30°) = cos (x + 45°) — cos (2x —30°)—cos (x +45°)=0 —

2x—30°2+x+45° sen 2x—30°;(x+45°) =0 — sen 3x-515° sen x—275° =0

3x415° 0o 5 x2355°+360°-4
3X+15°:0_) 2

2 ¥=180°—)x:1150+3600-k

Si sumamos 360° encontramos otra solucién: % =0+360° — x=235°+360°-%

— 2 sen

¢ Si sen

X=75" _0° =5 x=75°+360° &
x—75° 2

«Si sen*=75"_0 >
1 sen >

X—T75°:180° — x=75°+360° b
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48 En una circunferencia goniométrica dibujamos los 4ngulos o y B. Llamamos y= o - f3.
Pa, b)
Qle, d)

a) ;Cudl de estas expresiones es igual a sen V?

Lac+bd W.bc—ad 1.ad—bc 1V.ab+cd
b) ;Alguna de ellas es igual a cos y?
a) seny = sen (0L — ) = sen O cos B — cos O sen B = ad — be (I11)
b) cos ¥ = cos (0. — B) = cos ot cos B + sen O sen B = bd + ac (1)

Pagina 145

Cuestiones tedricas

49 ;Cudl de las siguientes condiciones deben cumplir x e y para que se verifique cos (x + y) = 2 cos x cos y?
Mx=y WMWx-y=n Mx+y=11 MWx-y-= %
cos (x + y) = cos x cos y — sen x sen y

Si cos(x+7y)=2cosxcosy —> cosxcosy—senxseny=2cosxcosy — —senxseny= cosx cosy

—sen x sen .
enxseny _ 1, es decir,

Dividiendo entre cosx cos y se obtiene que
cos x cos y

—tgxtgy=1 y esto ocurre solo

cuando se cumple (IV) porque despejando y tenemos: y= x+ %, luego:

(.. =

;my:sm\x+— =C0S X
2)

—>tgy=5my= cosx ___ 1 __ 1

( n) cosy —semx sen x tg x
cos y=cos\x +——|=—sen x —
2 cos x

50 Expresa sen 40. y cos 40, en funcién de sen o y cos 0.
sen 40t =sen (2-200) =2 sen 20, cos 0L =2 - 2 sen 0L cos O (cos® O — sen® &) = 4 cos> o, sen OL — 4 cos O sen> O,
cos 4 o= cos (2 200) = cos® oL — sen® 20, = (cos? 0L — sen® 00) % — (2 sen O cos O) % =

4 4 4

=cos* oL — 2 cos® O sen® oL+ sen 4

oL — 4 sen? oL cos® O, = cos* oL — 6 cos® O sen® o+ sen O

51 Al duplicarse un dngulo, ;se duplica su seno? Prueba si se cumple sen 2x = 2 sen x para cualquier
valor de x.
La afirmacién es falsa porque, por ejemplo, sen 60° =43 sen 30° = 2 sen 30°.
Veamos ahora si existe algin dngulo que cumpla la relacién sen 2x = 2 sen x.
2senxcosx=2senx = senxcosx—senx=0 —> senx(cosx—1)=0
¢Si senx=0 — x=0°+360°- 4, x=180°+360°- £
*Si cosx=1 — x=0°+360°- £ (solucién botenida anteriormente)

Por tanto, los tinicos dngulos que cumplen la relacién dada son de la forma 180° - 4.

52 Justifica que en un tridngulo ABC, rectingulo en A, se verifica la siguiente igualdad:
sen 2B = sen2C
Como el tridngulo es rectingulo en A, se tiene que B =90°— C y, por tanto,
sen B = sen (90° — 6’) = cos C y cos B = cos (90° — 6’) —senC
Luego, sen 2B =2 sen B cos B = 2 cos C\' sen 6' = sen 26'

53 ;Para qué valoresde 0. y [ se verifica la igualdad sen (0. + ) = 2 sen 0. cos 32
Como sen (0L + B) = sen o cos B + cos O sen B, sen (0L + B) = 2sen o cos B —
— senOLcosB+msOUenB:ZsmO(cosB — msOCsenB:senoccosB

Esta relacién es cierta, obviamente si o = [3.
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sen O, _ me

Por otro lado, dividiendo entre cos ot cos B se tiene que
cos oL cos Ol

deben tener la misma tangente.

, luego los dngulos o y B

Esto ocurre cuando B = o + 180° - £ por la periodicidad de la funcién y = #g x.
Si cos 0t =0 entonces 0 =sen cosP — cosP=0 yaque sen o= zl.

Por tanto, la relacién también es ciertasi o y B son simultdneamente de la forma 90° + 360° - £ o
270° + 360° - 4.

En resumen, se verifica la igualdad cuando 3 = o0 + 180° - &.

54 ;Qué relacién existe entre las grificas de y = sen x e y = cos x yla de cada una de las funciones
siguientes?:

a)y=sen<x+%> b)y=cos<x+%> c)y=cos<%—x> d)y=sen<%—x>
La relacidn que existe es que la grafica de la funcién y = cos x estd desplazada horizontalmente hacia

la izquierda % unidades respecto de sen x.

a) Coincide con la gréfica de la funcién y = cos x. b) Es la grafica de la funcién y = —sen x.
¢) Coincide con la grifica de la funcién y = sen x. d) Coincide con la grifica de la funcién y = cos x.

(Ademds de comprobarse mediante la representacién gréfica, puede probarse fécilmente usando las
férmulas de las razones trigonométricas de la suma o diferencia de 4ngulos).

55 ;En qué puntos del intervalo [0, 4n] corta al eje X cada una de las siguientes funciones?:

a)y=cos% b) y = sen (x — n) c) y=cos (x+m)

Los puntos de corte con el eje X son aquellos para los que y = 0.

[x—m=—n = x=0
X_T 5 v_q x—n=0 = x==n
2 2
a) cosX=0 - b) sen(x—n)=0 = {x—n=n - x=2n
2 x _3n — x=3%
277 ) - x—m=2n = x=3n
lx—m=3n = x=4n
rx+7t=3—7r - x==
2 2
xim=2l 5 x= 3T
2
c) y=cos(x+m)=0 = 1
xem=Ll 5 x_-5T
2 2
x+7t—9—7-E - x:7—n
L 2

Para profundizar

56 Demuestra quesi 0 + 3 +y=180° se verifica: zgo. + g + zgy=1tgo - tgP - 2gy

1g360° —zg (0 + )
1+1g360°-tg (0L + )

tgo+tgBregy=tg O+tg B+2g (360°—(0+P))=tg a+2g B+

rwotgP  morgP-roagP-wogP-go—p

=tgo+igB—tg(0+PB)=tga+1g - I

—tgoLtg -tz otz B
2
o P-rgargP —tgo—1gP : )
= - g0 B —tgafgﬁ4l_tgatgﬁ—tg0€fgl3[fg(oc+B)]—

=tgoig Brg (360°— (o +PB))=tgotg Prgy
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5'7 Prueba si existe algin tridngulo isésceles en el que el coseno del dngulo distinto sea igual a la
suma de los cosenos de los dngulos iguales.

Sillamamos x a cada uno de los dngulos iguales, entonces el dngulo desigual es 180° — 2x.
Se trata de ver si la siguiente ecuacién tiene solucién: cos (180° — 2x) = 2 cos x
Vedmoslo:

c0s 180° cos 2x + sen 180° sen 2x =2 cos x —> —cos 2x =2 cos x —> —cos> x +sen® x =2 cos x —>

2
2x+l—cos?x=2cosx = 2cos’x+2cosx—1=0 —

2+y12 —1£43
4 )
J3-1

Si cosx= Ty T xs 68°31'45" tiene cada uno de los dngulos iguales y el dngulo desigual tiene

180°—2-68°31'45" = 42° 56' 30"

—> —0S$

—> 0S X =

cos X =

\/§+1
2

>1 que no es posible porque el coseno de un dngulo no puede ser mayor que 1.
Luego no existe ningun tridngulo con esas condiciones.

58 Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones en el intervalo [0, 27):

2) {cosx+cosy=—l/2 b {x+y=n/2 c {senx+seny=«/§/2 d {senx-cosy=l/4

cos x cos y=-1/2 J3 cos x —cos y=1 sen® x + sen® y =34 cos x - sen y=1/4

a) cosx+cosy=—% cos)/:—l—cosx

Cosx.msyz_% msx(—%—cosx)=—é - —%COSX—CGSZX=—% — cosx+2cos* x=1
-1-3 _ 4
26052x+cosx—1=0—>cosx=ﬂ= 4
4 —1+3 _ 1
4 2

*Sicosx=—-1 > x=n

ey <,
-
e Si cosx—— < g L1
T cos)/:—j—?:—l — y=7
Sn

Soluciones: (n, ),(

58, (2.n) (32

Bcosx—cos(%—x):l - Bcoxx—cos%c’osx—sen%smx:l - Bcosx:senx+1

b) y=%—x

Elevamos al cuadrado:

3cos>x=sen’x+2senx+1 = 3(1—sen’ x)=sen’ x+2senx+1 — 4dsen®x+2senx—2=0 —

—>25@712x+5€nx—1:0—>senx=_1413
* Si senx=% - x:%,x=5?n
m oy, & _T_X <£,£> e,
e TV 276 37 6 3) e
x=5—67t - y:%_%‘:_% no puede ser porque no estd en el intervalo dado.
*Si senx=-1 — x:% - y:%—%{:—n tampoco es posible por el mismo motivo.
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¢) Elevamos al cuadrado la primera ecuacidn:

3
4

sen2x+2senxseny+sen2y:

3_3

— 2senxsen y+-=== — senxsen y=0

4 4

Si senx=0 — x=0, x==n

Ademis, seny:% - y:%, y:23_n

Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al
cuadrado.

(0, %), (0, 23_71)’ (n, %), (n, 23—7I> Valen.

Siseny=0 = y=0, y==n

Ademds, senx=£ - x==, xo2m
2 3 3
Sustituimos en el sistema para comprobarlas porque pueden aparecer soluciones falsas al elevar al

cuadrado.
(%) 0)) (%; TE); <27TC) 0), (2711, TC) Valen.

d) Elevamos al cuadrado la primera ecuacién y sustituimos en la segunda:

sentxcos? y= L 5 o2y L
J 16 7 16 sen’x
coszxsenz)/=i — coszx(l—cos2)/)=L — 6‘05296(1—1 N SN
16 16 16sen’ x) 16
1 1 1 2 1 1
- (1—5en2x)(1—7)=— >l —sen" x+—=— >
16sen? x/ 16 16 sen? x 16 16
Sl 20 5 16sent x—1-16senx=0 —
16 sen® x
— 16sen* x—16sen’* x+1=0 — sen®x = 16+32192=24_-4«/§
*Si senx= 2+B= 2+43 —> cos y= 1 =«/E—«/§
4 2 2+43 4
4. 2

x=75% x=105% y=75° y=285°
Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados falsos:
(75°,75°) — Vale.
(75°,285°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(105°,75°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.
(105°, 285°) — Vale.
2+3 _ 42+3 1 612

e Si senx:—/ = — cos y= —_

x=285°% x=255° y=105° y=255°

Ahora comprobamos las soluciones porque al elevar al cuadrado pueden aparecer resultados falsos:
(285°,105°) — Vale.

(285°,255°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.

(255°,105°) — No vale ya que no cumple la segunda ecuacién.

(255°, 255°) — Vale.
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59 Demuestra que:

21g (x/2) _1-1%(x/2)
2w D g w2)

21g (x/2)

= )

a) sen x =

a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:

210 X | 1—cos x [1—cos x
th =2 l+cosx _ ? 1+ cos x

— l+cosx+1—cosx
1+tgzi 14 dzcosx
2 1+ cos x 1+ cos x

2 [1—cos x
_ 1+cosx _ . 1—cos x _
=1 2FCOX _(14¢ps5x),|—222 =

2 1+ cos x

1+ cos x

=\/(1+cosx)2II_CA=«/(1+cosx)(l—cosx)=«/1—co;2x:«‘/:m2x:5mx
+C05 X

l—tgzi 1-1=cosx l+cosx—1+cosx

b)izz l+cosx _ 1+cos x _2cosx
14202 X l—cosx l+cosx+1—cosx 2
+g22 T+ 1+ cos x 1+ cos x

210 X [1—cos x [1—cos x
) g2 _2 l+cosx _ 2 1+ cos x

=(0s X

_ " l+cosx—l+cosx
1— 2 %X 1_1 cos X
g22 1+ cos x 1+ cos x

1—cos x

2 —_ e

_ l+cosx _l+cosx [l—cosx _
2 cos x cos X 1+ cos x
1+ cos x

-1 -\/(l+cosx)2M=L-\/(l+cosx)(l—cosx):
cos x l+cosx  cosx

= 1 vl—L‘OSZX:L-VIKﬂzX: 1 -.rmx:tgx
cos X cos X cos X

60 Demuestra que, en la siguiente figura, o0 =3 + 7:

/

¥ B o

Supongamos que los cuadrados tienen lado /.

Por una parte,

tga:%:l
Por otro lado,
/] 5
By 273§
e AR
20 3/ 6

Asi, oo y B +7v son dos dngulos comprendidos entre 0° y 90° cuyas tangentes coinciden. Por tanto,
los dngulos tienen que ser iguales, es decir, o= + 7.
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1Si coso =—1L y o <m, halla:

4
KL o o _
a) sen O, b)cos<3+0c) c)tg2 d)sen(6 0()
a) sen’ oL+ cos® o =1 ﬁsen2a+%=l — sen’ oL = }2 ﬁsena—‘/?yaqueelénguloestéenel2.°cuadrante.
Ed T o sen X senor L. [-1)_ B 15 351
b)cos<3+oc> cossmsoc senssenoc 3 < I 3

d) sen(g—(x\-rfn%cos(x—cos%sen(x—% (—i

2 Demuestra cada una de estas igualdades:
2tz o
1-tg% o

b) sen (0t + B) - sen (0. — B) = sen? oL — sen? B

a) 1g20. =

2sen Ol cos O
2) tg 201 = sen 200 _ _ 2sen OLeos O _ cos® o _ 21 o
cos 200 cos? 0L — sen’ o 1- seno 1-1gta
cos® o

b) sen (oL + ) - sen (oL — ) = (sen OL cos B + cos O sen B) (sen O cos B — cos O sen B) =
= sen’ ol cos” B — cos® O sen® B = sen® o (1= sen” B) — (1= sen® &) sen® B =

= sen’” OL— sen’” OLsen” B — sen® B + sen® oL sen® B = sen® o — sen® B

3 Resuelve:

2

a)cost—cos<%+x)=1 b) 2 zg x cos %—senx:l

a) cost—cos<%+x)=l

cos* x —sen® x —(—senx)=1 > l—sen’ x —sen’ x +senx—1=0 —

) senx=0 — x=0° x=180°
— -2 sem x+senx:0—>senx(—25€nx+l)=0< 1

sen x = - x=30° x=150°

Soluciones:

x1=360°-k; x, =180°+360°- k; x3=30°+360°k; x4=150°+360°-k, con ke Z

X 1+ cos x

b) Ztgxco.rz?—senle — 2g x —senx=1 — tgx+tgxcosx—senx=1 —
x1=45°+360°-k

sen x B 7
— wx+ sy L0 X T sen X = 1 = mgx= 1< 22504 360°- 4| <0 ke 2
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4 Simplifica:

sen 60° + sen 30° sen? o,
a) cos 60° + cos 30° b) - cos ot 1- <1 * tgz )

60° +30° 60°—30°
a) 3en60°+sen30° 2 sem ) _sen45° _ 1 45°=1
cos 60° + cos 30° 2 cos 60° + 30° cos 60°—30°  cos45°
2 2

b) sen’ o <1—tg2g)= sen’ oL <1+ 1—cos0(>= sen’ o ( 2 )= 2sen* o 25€n o _~y
1—cos @ 2 1—cos 1+cos o 1—coso \ 1+ cos o 1— cos2or  sen? o

5 Expresa en grados: 4 7 rad, 5 % rad, 2 rad.

I rad - 135° 57“ rad = 450° 2rad = 114°35' 30"

6 Expresa en radianes dando el resultado en funcién de 7 y como nimero decimal.
a) 60° b) 225° ©) 330°
a) 60°=% rad = 1,05 rad

b) 225° = 5“ rad = 3,93 rad

c) 330° = l_én rad = 5,76 rad

7 En una circunferencia de 16 cm de didmetro dibujamos un dngulo de 3 rad. ;Qué longitud tendrd
el arco correspondiente?

[=8-3=24cm

8 Asocia a esta grifica una de las siguientes expresiones y di cudl es su periodo:

T 2 3m im
-1

b) y = sen 2x o y=sen*

_ senx
a)y= >

2

La funcién representada es de periodo 47 y se corresponde con la del apartado c).
Podemos comprobarlo estudiando algunos puntos. Por ejemplo:

=1 — y=sen T =1
X=m = y=sens

2n

x=2n — y=sen =senm=0

x=31 > y—sen%——l

x=4n — y=sen%=sen2n= 0



