Matematicas 12 Bachillerato CCNN

Tema 6: Funciones, limites y Continuidad

0.- Introduccién
1.- Definicién de Funcién
1.1.- Funciones elementales.
2.- Operaciones con funciones.
2.1.- Composicién de funciones.
2.2.- Funcion inversa o reciproca
3.- Transformaciones de Funciones
4 - Limite de una funcién.
4.1.- En un Punto.
4.2 .- En el Infinito.
5.- Limites indeterminados.
6.- Continuidad de una funcién en un punto.
7.- Continuidad de una funcién en un intervalo.
8.- Ejercicios Resueltos.
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6.0.- Introduccion

El concepto de funcién real de una variable real se remonta a unos 2.000 afos a.C., evolucionando en el
tiempo desde una concepcién puramente geométrica, en la que se considera que una funcién se identifica con una
curva, hasta una concepcién légica, en la que se define funcién como una correspondencia entre conjuntos,
pasando por una concepcién algebraica, en la que una funcién se expresa mediante una férmula, que en un
principio (Euler, 1748) fue de tipo finito y méas adelante (Fourier, 1822) se admitié que pudiera tener un nimero
infinito de términos (la llamada "expresién analitica" ).

El concepto de funcién es uno de los mas importantes no solo en matematicas, sino en ingenierfa y ciencias
en general. La propiedad esencial que comparten todas las definiciones de funcién es que se trata de una regla que
asigna a cada ente de un conjunto de partida un unico ente de otro conjunto de llegada. Cuando no se plantea
esta restriccién, se dice que dicha regla es una relacién o una correspondencia. Por ejemplo, la expresién

flx)= i\/E ,VEER, con & = 0, no define una funcién real de la variable real no negativa & porque asigna a cada
namero real &, no negativo, dos niimeros reales, \/E v —\/E , mientras que la expresién f(x) = \/E ,VEER, con
£=0, si define una funcién real de la variable real no negativa &.

En este tema, ademas de definir los primeros conceptos relativos a las funciones reales de una variable
real, repasando brevemente algunas de las funciones elementales con las que trabajaremos en este curso,
introduciremos la idea de proximidad, definiendo una topologia en la recta real.

6.1.- Definicion de Funcion real de variable Real

Dados dos conjuntos numéricos A y B, una funcién de A a B es una ley que asigna a cada nimero del
conjunto A uno y solo un niimero del conjunto B. La representaremos de la siguiente forma:

f:A>B f:AcR->R E]emglol:f:[l’s]—)]R
: 6 : f(x)=3x

x = f(x) x = f(x)

donde x es la variable independiente y f(x) es la variable dependiente. Si el conjunto B es el cuerpo de los
nimeros reales, R , decimos que la funcién es una funcién real de variable real.

Al conjunto A se le llama conjunto de definicién de /' o dominio, Dom( f ) , y son los valores de la variable

independiente, x, para los que existe valor de la variable dependiente, f(x), (la funcién esta definida).

Dom(f) = {x e R/ f(x) existe}

Se llama recorrido de una funcién f o imagen de f, Im(f), al conjunto de valores que toma la variable
dependiente f(x).

Im(f) = {y e R/ y = f(x),x € Dom(f)}

Respecto a un sistema de referencia (O,f,j) del plano, el conjunto de puntos M(x,y) del plano tales que

x € A,v = f(x), se llama gréfica o curva de la funcién f .

Y Una funcién, nunca wuelve hacia
M(x,y) atrds, ya que para cada valor de x,
Y - Curva de f obtenemos un solo valor de f(x).
xS

7
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e La funcién f:Ac R estd acotada superiormente, si Vx e A,3ce R/ f(x)<c. A los nimeros c que
cumplen esta propiedad se les llama mayorantes o cotas superiores de f .

e La funcién f: Ac R estd acotada inferiormente, si Vx € A,3ce R/ f(x)>c. A los nimeros c que
cumplen esta propiedad se les llama minorantes o cotas inferiores de f .

Se dice que f estd acotada si existen cotas superiores e inferiores, 6 IP e R* / Vx e A,| f(x)| <P

Ejemplo 2: Sea f : A> R definida por 7(x) = x2
e Si A=[02], la funcién estd acotada superiormente: Vx e A3ceR/F(x)<4,y ademds, la funcién estd acotada
inferiormente ya que Vx e A 3ceR/ f(x)>-7

Por tanto la funcién es Acotada, por estar acotada superior e inferiormente.
e Si A=R, la funcién no estd acotada superiormente ya que cualquiera que sea el nimero real M, siempre existe un x

tal que 7(x)= x? > M . Esta funcién si estd acotada inferiormente porque Vx e A,f(x)20.
Por tanto la funcidn no es acotada porque no tiene cotas superiores.

6.1.1.- Funciones elementales de una variable real.

MODHLO | GRAB ' MODEL

Polinémica ﬂn’>0 ﬁﬁ{ir /I\ / nimpar A /’ éxﬁoﬁenciai
VAAVAR i

a,<0 o, Rimpar L Logaritmica

. npar nimpar
Irracional Ry » sen x ~ 1 /_
N S » — — 3 »
21 ar - -rr\_/.?‘n'

cosx f w3 tgx : : ! ‘

N 2 2/ A L

~31r\/~‘_'n' 0 \/ - .,.,: :_'L": 1: §,’|I{‘
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e Funciones Polinémicas, son de la forma f(x)=a,x"+a, _,x"" +.....+ax+a, ysu dominio es R.
Cax"+a X"+ +a,x+a,

e Funciones Racionales, son de la forma f(x)

valores que anulan el denominador.
e Funciones Irracionales, son del tipo f(x) = #/g(x) , siendo su dominio:
e Elmismo que el de g(x) sin es impar
e El conjunto de valores reales que hagan g(x)> 0sin es par

)

e Funciones exponenciales, son de la forma f(x) = a®™, cona>0ya#1, su dominio es el mismo que el de g(x)

e Funciones logaritmicas, son de la forma f(x) = log, g(x), con a>0. Su dominio son los valores de x, que hacen

a(x)>0.

e Funciones circulares: f(x) = senx, f(x)=cosx , su dominio es R.
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A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares:

COs X

ctg(x)

e  Funcién Valor Absoluto: f(x) |x| {

_ senx

Cos X
= , cosec(x) =

, sec(x) =
Cos X

senx senx

f(x)six=>0
—f(x)six <0
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sus dominios son R — {g(Zk +1),k e Z}

sus dominios son R —{kz,k € Z}

e Funcién Parte entera E[x]: Es una funcién que hace corresponder a cada nimero real, el nimero entero

inmediatamente inferior.

e Funcién mantisa: Funcién que hace corresponder a cada nimero el mismo nimero menos su parte entera.

f(x) = x - E(x)

Funcion Valor Absoluto

Funcion Parte Entera

Funcion Mantisa

W

i *—0

*—0
*0
*—0
*—0
*0
*—0
*0
*0
*0
*~—0
>0
*-—0

*-—0

7 oo . Pl
Vs / 4
’ e
Vs
r
. 2 ¥

¥ =x— Ent(x)

6.1.1.1.- Funciones definidas a trozos:

Decimos que una funcién esta definida a trozos si su expresion
algebraica depende del intervalo en el que se encuentre el nimero real
cuya imagen se quiere calcular. A cada trozo llamaremos rama de la

funcién.
) 55 el Si la representamos, dibujo de la derecha,
Ejemplo 3: f(x)=12 si 1<x<4 observamos que la funcién estd compuesta
5-xsix>0 por tres ramas.

flx)==x

2

-a

6.2.- Operaciones con funciones

Sean f:R—> R y g:R — R, dos funciones de variable real, las distintas operaciones con funciones, las

podemos resumir en la siguiente tabla:

Operacion Notacion Operacion Notacion
) (F-9)(x) = F(x)-g(x)
Suma (F+9)(x) = F(x)+ g(x) Producto (kF)0) - kF(x)  vkeR
Diferencia (- g)(x)=F(x)- g(x) Cociente [ ]( X) = [fg((;]
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6.2.1.- Composicion de Funciones

Sean f(x) y g(x) dos funciones, de modo que el dominio de la segunda esté incluido en el recorrido de

la primera, se puede definir una nueva funcién que asocie a cada elemento del dominio de f(x) el valor de g[f(x)],
en otras palabras, componer dos funciones, es aplicar el resultado de una de ellas a la otra.

(f o g)(x) = f[g(x)] : g compuesta con f (go f)(x)=g[f(x)]: fcompuesta cong

Veamos un ejemplo con las funciones f(x) = 2x y g(x) = 3x + 1.
f(x) = 2x g(x)=3x+1

(gof)x)=6x+1

Ejemplo 4: Sean f(x)= ﬁ y g(x)=x% -1, calcula la composicién de f con gy la de g con f.

1 1 1

_—x2+2x _
gx)-1 x%2-1-1 x2-2

2
(gof)(x):g[f(x)]:[f(x)2—1]:[X1_1] S GD ORGP

6.2.2.- Inversa de una funcion

Dada una funcién [, se define su inversa de f o reciproca de la Gréficamente, una funcién y su
funcién f, y la representaremos por /!, a la funcién que verifica: inversa son simétricas respecto de la
rectay=x
ty (&
Si f(a)=b , entonces f'(b)=a / 7
-~ Lx
Y que ademés cumple: ///I:
e El dominio de f ! es el recorrido de f. o '
e Elrecorrido de f ! es el dominio de f. '
e  Si queremos hallar el recorrido de una funcién tenemos que hallar

el dominio de su funcién inversa.
e Sidos funciones son inversas su composicion es la funcion identidad.

(fref)x)=(fof")bx)=x.

Ejemplo 5: Sean f(x)=2" ysu funcién inversa: f(x)=log,(x), comprueba que realmente son funciones inversas.

(fo f0)=F[F(0)] = fllog, ] = 2°%* = x (F e Al = £ ()] = £1(27) = log, 2" = xlog, 2 = x
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. - . . . 1 . _
Es importante que se distinga bien entre la inversa de una funcién, m , v la funcién inversa f (x) .
X

6.2.2.1.- Calculo de la funcion inversa o reciproca:

Dada una funcién f(x) , para calcular su inversa, seguiremos los siguientes pasos:

v' Se escribe la ecuacién de la funcién con x e y.
v" Se despeja la variable x en funcién de la variable y.
v' Se intercambian las variables.

Ejemplo 6: Calcula la funcién inversa de f(x) = 2% +23 .
x —
Primero, escribimos la funcién con las variables x e y: v = 2 +23
x —
Segundo despejamos x en funcién de y: y = 2 +23 - yYx-2)=2x+3 > yx-2v=2x+3 > yx-2x=2y+3
x—
dy-2=2v+3 o x=2¥*3
y—2
. . . 2x+3
Tercero, intercambiamos las variables: y = 2
X —

6.3.- Transformaciones de funciones

Como hemos visto en cursos anteriores, conocida la grafica de una funcién, podemos trazar la grafica de
otra similar utilizando técnicas aplicadas a los modelos graficos de cada funcién llamadas transformaciones. Estas
transformaciones afectan la forma general de la grafica de cada funcién.

oS LT

traslacidon reflexién expansion

Tabla Resumen de Transformaciones de Funciones

Si sumamos o restamos una constante k € R a una | Si esa constante se ariade o se quita a la variable

funcién f, su grdfica se desplaza verticalmente. independiente  x, su grdfica se desplaza
e Si k>0 hacia arriba horizontalmente.
e Si k<0, hacia abajo e Si k>0 hacia la izquierda

e Si k<O hacia la derecha.

z? z
72— 2 (@ — 2)2
z2+2 (= +2)°
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Si multiplicamos la funcién por una constante k € R,
su grdfica se comprime o estira verticalmente.

o Sik>1 la funcién se estira

o Sik<1, la funcién se comprime

a®— 2zt + 1

5(z® — 2% +1)
B

7
/1

Al multiplicar una funcién por una constante, los puntos de
corte con el eje de abscisas no cambian.

1 {
;{J;3 —2z% +1) f
d J
|
|
|

Si multiplicamos la variable independiente por una
constante, la funciéon se estira o se comprime
horizontalmente.

e Sik>1 la funcién se estira

e Sik<1, la funcién se comprime

e

S5EEE

A/ ==

ot — 3z + 2°

(20)' ~302)° + (22)" [

(9" ~ 320" + ()

Si multiplicamos la funcién por un nimero negativo,
se produce una reflexién con respecto al eje X.

*— 222 —(z* - 23"2:-

Si multiplicamos la variable independiente por un
numero negativo, se produce una reflexion con

respecto al eje Y.
t — 2z

(=) —2(—x)?

+-
4
3

Multiplicar una funcién por un numero negativo, convierte
todos los puntos (x,y) del grafico en (x,-y)

Multiplicar la variable independiente por un nimero negativo,
convierte todos los puntos (x,y) del grafico en (-x,y)

Hacer el valor absoluto de una funcién, mueve todos
los puntos que estdn por debajo del eje x a posiciones
por encima del eje x.

1 I
o - O
z* ‘J:" %

Hacer el valor absoluto de la variable independiente,
hace que la parte izquierda de la grdfica sea igual que
la parte derecha.

4 2 |z]* +2]z|

Hasta ahora, en cursos anteriores hablamos de tendencias de una funcién, ahora utilizaremos limites.

6.4.1.- Limite de una funcién en un punto

El limite, L, de una funcién f(x) en el punto x, es el valor al que se aproxima f(x)cuando la variable

independiente x se aproxima al valor X,. Lo representaremos por lim f(x) =L
XX,

x — a se lee “x tiende al valor a” v significa que x toma valores muy préximos al valor a.

Una forma réapida de calcular este limite es sustituir directamente x por el valor x,.

lim f(x) = f(x,)

X=X,

Ejemplo 7: Sea f(x)=3x, calcular el limite de f(x) en el punto x,=2

lxi1312f(x) = )l(iI;I%SX =f(2)=6
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6.4.1.1.- Limites Laterales finitos de una funcion:

e Llamamos limite por la izquierda de una funcién, y lo representaremos por lim f(x)= A al valor que

x—a"

toma f(x) cuando nos acercamos al nimero x=a por nimeros menores que a (por la izquierda).

e Llamamos limite por la derecha de una funcién, y lo representaremos por lim f(x) = A al valor que

xaa

toma f(x) cuando nos acercamos al nimero x=a por nimeros mayores que a (por la derecha).

Veamos con algunos ejemplos gréficos:

| /]
2 =
/ (]
:
- I 2
Al acercarnos a x=2 por la izquierda, la funcion se Al acercarnos a x=1 por la izquierda, la funcién se
acerca a y=0, por tanto lim f(x)=0 acerca a y=0, por tanto lim f(x)=0
x—27 x—1"
Al Acercarnos a x=2 por la derecha, la funcién se Al Acercarnos a x=2 por la derecha, la funcién se
acerca a y=3, por tanto lim f(x) =3 acerca a y=0, por tanto lim f(x) =0
x—2" x—1"

En el primer caso los limites laterales en el valor de x=2 son distintos, mientras que en el segundo ejemplo los
limites laterales en el valor de x = 1 coinciden (valen cero).

Si una funcién esta definida a trozos, se dice que f tiene limite en un punto x, si existen los limites laterales y estos
coinciden:

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=

X=X~ x—ox," X=X,

H 13 b M . — . . 3 1 . 0
Si los limites laterales toman distinto valor en x = x, se dice que no existe Ejemplo 8: Sea f(x) :{ :+ 5.1 X <
el limite de f(x) en x =x,. x +1six>0

Calcula el limite de f(x) en el punto x,=0
Asi que en la funcién de la derecha no existe el limite en x=2, mientras que

en la funcién de la derecha si existe el limite en x=1. i ({2

x—=0

lim f(x) = lir%?:x +1= l}

lim f(x —lirr(l)x2+1=1

x—0"

Algebra de limites finitos

Si existen lim f(x) =b y limg(x) = ¢, se cumplen las siguientes relaciones:

X—a

. lim[f( )+ g(x )]-hmf( )+limg(x)=b+c
e SileR, m[ (x)] = Alim f(x) =

o lim[f(x)-g(x)] = lim f(x)lim g(x) = ab

flx) lim f(x) b
e Silimg(x) l|m = lim c
X—a X—a ) hm‘g X) ¢
1 1
*  Silim f(x)=0; lim| - |= o
i £ Jm[f(x)} im0
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6.4.1.2.- Limites Laterales No finitos de una funcion:

e Sedice que lim f(x) =+ si cuando x toma valores préximos a a, por su izquierda, f(x) toma valores

X—=a

cada vez mayores, llegando a superar a cualquier valor, por muy grande que este sea.

e Sedice que lim f(x)=+o0 si cuando X toma valores préximos a a, por su derecha, f(x) toma valores

x—a*

cada vez mayores, llegando a superar a cualquier valor, por muy grande que este sea.

£

1

_—
|-
e

|
- .._.‘J:_ iy .

|
k
|
|
|
[
[
|
[

En esta grafica de la funcién f,(x) vemos que se verifica: ~En esta grafica de la funcién f(x) vemos que se verifica:
lirg{ f(x) = +o0 lir121+ f(x) = +o0 lim f(x) = —0 lin(} f(x)=-

x—0"

e Sedice que lim f(x) = —oo si cuando x toma valores préximos a a, por su izquierda, f(x) toma valores

x—a

cada vez “méas negativos” (o sea, méas pequenos).

e Sedice que lim f(x) = - sicuando x toma valores préximos a a, por su derecha, f(x) toma valores
x—a*

cada vez “més negativos” (o sea, méas pequenos).

Si lim f(x) = +o0 y lim f(x) = +o0 entonces: lim f(x) = +o0

Si lim f(x)=—0 y lim f(x) = —0 entonces lim f(x) = —0

Si los limites laterales toman distinto valor en x = a se dice que no existe el limite de f(x) en x =a.

Algebra de limites infinitos

. lim[f( )+ g(x )]—hmf( )+li£ng(x) (Si el resultado no es w0 —)
e SiieR, m[ (x)] = ﬂ'}(iirlf(x)

e lim[f(x)g ] f( )lim g(x) (Si el resultado no es 0 )
lim f(x)
e Silimg(x)=0; lim M = X2 (Si el resultado no es 9, 2)
x—a x—a g(x) hmg(x‘) 0 «
. Silimf(x)=0;limL == 1 =1:J_roo
xa x> f(x)| limf(x) O
lim g(x)
e Silimf(x)>0; lim[f(x)]" = [lim f(x)}”"g (Si no resulta oo®,17,0%)

Ejemplos 9: Calcula los siguientes limites:

2
a) lim > —SEH L=brb o b) lim¥x+4 =34+4=3/8=2 ¢) lim (Sen2x + Cos2x) = senz +cosr =0-1=-1

x>z bx -1 9 9 x4 x>
2 2 2
d)lim = 6_7 —  hemos de hacer los limites laterales lim X 6_7._ +00 lim X 6_ l = -0
x>l x-1 0 =1 x-1 0 =t x-1 0

Por tanto en este ultimo caso, como los limites laterales no coinciden, la funcién no tiene limite cuando x — 1
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6.4.1.3.- Calculo de limites

A la hora de sumar nimeros e infinitos es importante tener en cuenta la siguiente tabla:

(1) = )
0, (=) = (0)
_ o |(#0) si1>0 (+0) - (+oo)(l) =(+0) sil>0
(+00) + (1) = (+0) (+0)(1) _{ _ |
(+00) + (+90) = (+0) e _(_j_O) si 1<0 %:(i@) sil20 (+oo)()=(0) sil<0
(=)t ()=(=) | =N . S)si o | 5 07 -1 s 140
el i) | )= (~0) si 1>0 o~ =) 511>1{(1)(+w) = (o)
0

6.4.1.- Limites en el infinito

Cuando x — o0, una funcién puede comportarse de diversas maneras: {

lim f(x) =1

X0

lim f(x) = 20

X0

6.4.2.1.- Limite finito

lim

X—0

f(x) =1 Podemos conseguir que f(x) esté tan préximo de | como queramos, agrandando x.
A
y=2
---------------------- ] R e (o
2 -2 2 s
T e n 2 e i

Se observa que cuanto mas grande es x, mas nos acercamos al valor y=2, y cuanto “mas negativo” es x, méas nos

acercamos a

| valor y=-2

Si lim f(x) = a vy lim g(x) = b, se cumplen las siguientes relaciones:

limw[f(x) +g(x)] = limw f(x)+ limw glx)=a+b
lim [f(x) - g(x)] = lim f(x)- lim g(x)=a-b
lim [f(x)-g(x)] = lim f(x) lim g{x)=ab

lim f(x)

m I _onTT_a gy L
= g(x) lim g(x) b
lim g(x)
lim (f(x))* = [ lim f(x)]“"’g —a® Sif(x) >0

}Ler Yf(x) = l}Lr?w flx) = ta Sines impar 6 n es par pero f(x) = 0

lim [log, f(x)]=log,[lim f(x)]=log,a Sib > 0y f(x) > 0.
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6.4.2.2.- Limite infinito

Si lim f(x) = o0, podemos conseguir que f(x) sea tan grande 6 tan “negativa” como queramos simplemente con

X—>00

hacer x lo suficientemente grande.

YA En el ejemplo de la derecha, y=x?, vemos que cuanto mas grande es x,
\ 10 mas grande es y, por tanto:
\ 8

lim f(x) =+

X—>+00

Y de igual modo, cuanto méas “negativo” es x, méas grande es la y, por
tanto:

(S )

lim f(x) = +o0

X—>—00

-3 -2 -1 0 1 2 3x

6.4.2.3.- Funciones equivalentes en un punto

x—-0
Se dice que las funciones f y g son equivalentes en un punto a (a finito, +e,—0 ), si: Sen x X
tg x X
Arcsen X X
Arctg X X
2/2
X
X

limM =1

1-Cos X | X
x—a g(x) eX _1
In(1+x)
Si en una expresién figura como factor o divisor una funcién, el limite no varia al sustituir x -1
dicha funcién por otra equivalente. In (x)

Sen (X-1)

6.4.2.4.- Cociente de polinomios

Cuando calculamos el limite de una funcién racional, o de un cociente de polinomios, es importante saber que:

. o Sip>q
lim ax” +a'x"" +... 0 Sip<q
x> bxd +b' x4 ...

§  Sip=q
6.5.- Limites indeterminados

200 (@#0)0 1% o0

Existen 7 tipos de inderterminaciones: oo — oo

o|o

Vamos a explicar como se resuelven algunas de ellas:

6.5.1.- Tipo -

La forma de resolverla es efectuar la operacién y estudiar la expresién resultante. Si aparecen raices,
utilizaremos el conjugado.

Ejemplo 10:

.| x*-6 1 | x*-6 X [ x*-6-x| . [x+2] 5
lim| — - =0 = lim| —— = lim = lim ==
=8 x(x-3) x-3 =8 x(x—3) x(x-3)| x3| x(x-3) =8 x 3
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6.5.2.- Tipo 0/0

Normalmente se da en el cociente de polinomios., para resolverla, tenemos que dividir numerador y
denominador por la raiz que haga cero el denominador. Si aparecen raices utilizaremos el conjugado.
P (x)(x-c)

lim =lim =lim
X—C Q(x) X—C Ql (x) (x a— c) X—C Ql x

P(x)

Ejemplo 11:
x2-4 0 . x?-4 C (x+2)(x-2) Jim x-2 -4

lim ———————=—"> lim — > = lim Z = =
>2x +2x°+5x+10 0 2x"+2x"+5x+10 2(x+2)(x"+5) *>»2x"+5 9

6.5.3.- Tipo =
o0

Normalmente se da en el cociente de polinomios. La forma de resolverla es comparar los infinitos de
numerador y denominador.

Ejemplo 12:

2 _ 2 _
lim ); 72 =23 lim }; 72 =0 porque el grado del numerador es menor que el del denominador
x40 X% 4+ 2x° o0 xowe xU 4 2x

6.5.4.- Tipo co0

Para resolver esta indeterminacidn, sustituiremos la variable x del limite por otra variable t. Este cambio
influird en la forma de la funcién resultante y en el punto en el que se calcula el limite.

Ejemplo 13:
lin(} X‘ll’l(l + lj =>Si hacemos el cambio de variable t = 1 , observamos que cuando x — 0" , la variable t — +o , por tanto podemos
x> X X
In(1+t
escribir: lim x-ln(l + 1) = lim 1-ln(l +t) = lim M v 0
x—0* X t—>+o0 f t—+o0 t 0

6.5.5.- Tipo 1

. g(x) li _1)-
Utilizaremos la “regla del zapato” 6 regla del n° e. llm(f (X)) = MU/t

Sabemos que lim (1 +—J =2,7172...... = e, pues trataremos de convertir limites con indeterminacién de este

X—>+0 X

tipo en limites de esta forma.
g(x)

lim (£00)* = lim [f()+ 1-1]"" = lim [1+ f(x) = 1] = lim | 1+ —} =

flx)-1

1 - 1 lm gx)(f(x)-1)
o1 g(x)(f(x)-1) = 1
. 1 . 1 Jm_ (f(x)-1)g(x)
=lm|l1+—— =/lim|{1+—— =e
X—0 1 X0 1
flx)-1 f(x)-1 |
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Ejemplo 14:
3 3 8 3
(27 s (x2-7)T L (x2e2-9)" . (x2e2 -9 ) —9 ¥
lim | — =17 lim | — = lim 3 = lim | —+— = lim [1+—
x—+0| X +2 x40 X +2 x40l x€ 42 x—+ol X5 +2 x°+2 X —>+®0 X +2
2 2
3x[7;9 ]{X ;2] {X ;ZJ[ ;9 ].3)(
xc+2 - - X +2 . ) _27x
1 1 lim > 3x lim > 0
= lim [1+ = lim |1+ = eXOR\xH2)  _gxomxT42) _ g0 1
X —>+0) XZ +2 X —>+o0) XZ +2
-9 -9

Estas v el resto de indeterminaciones las resolveremos mas delante de otra forma, utilizando la regla de L Hépital,
que veremos mas adelante.

6.6.- Continuidad de una funcién en un punto

Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y a un punto de I. Se dice que la funcién f es continua
en el punto c siy solo si existe el limite de f en el punto c y éste es igual a f(c).

Por tanto, una funcién f es continua en un punto c si se cumple tres propiedades:

e La funcidn f esta definida en c, es decir, existe f(c)

o Existe lim f(x)

X—>C

e limf(x)=flc)

X—>C

La funcién f es continua en el punto c si es continua por la derecha y por la izquierda 6 si los limites
laterales coinciden:

lim f(x) = lim f(x) = f(c)

xX—=C xX—=>c

Existen cuatro casos de discontinuidad:

J(x) no definida en C De salto Evitable Asintética
y y = fix)
ot H
,,/ N
* b . X X
b '
] | c > c 7 ¢

No coincide el limite de la

La funcién no esta definida en
el punto C

No coinciden los limites laterales
de la funcién en el punto C.

funcién en el punto C, con el
valor de la funcién en el punto

No existe alguno de los limites
laterales de la funcién en el

C. punto C.
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo:
3x-1six<2 3x-1six=1 RERSY
f(x)={x-2 six=3 f(x)= f(x)= . f(x)=
()= *) {x2+25ix22 ) {4SIX=1 ) sen%six>0

i = i 1= lim A(x)= lim x=0
£(3)=2 SR I w=a 5707
o l = lim x2+2= lim £(x) = lim 3x -1=2 , .
XT}f(X) Jim x+ 6 Mg} foaie xll%*f(x) Ju_r:xosenx +00

Todas las funciones elementales descritas con anterioridad son continuas en su dominio de definicién, excepto:

e Funciones Racionales: Son discontinuas en los puntos que no son del dominio, es decir, donde

Q(x)=0. Las discontinuidades son de tipo asintético o evitables, en ningtn caso pueden ser de salto.

Funciones Trigonométricas: La tangente, la secante, la cosecante y la cotangente presentan

© Rall Gonzélez Medina 2018

Funciones, limites y Continuidad

discontinuidades asintéticas en los puntos que no son de su dominio.
VI-13



Matematicas 12 Bachillerato CCNN

e Funciones a trozos: Se debe estudiar la continuidad de cada una de las ramas en su dominio, y la
continuidad en el punto donde cambiamos de rama, donde puede aparecer una discontinuidad de
salto.

6.6.1.- Propiedades de las funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en un punto c, entonces:

v f+ g es una funcién continua en c.
v' Af es una funcién continua en c.

AN

f o . .
— es una funcién continua en ¢, si g(¢)#0

g

v |f| es una funcién continua en c.

6.7.- Continuidad de una funcion en un intervalo |

Una funcién, f, es continua en un intervalo I=[a,b] sif es continua en todo punto de (a,b), continua
por la derecha en el punto a y continua por la izquierda en el punto b.

Las funciones polinémicas son continuas en todo intervalo real.

Las funciones racionales son continuas en un todo intervalo real donde no aparezcan las raices del
denominador.

Las funciones trigonométricas sen(x), cos(x) son continuas en todo intervalo real.

Las funciones tg(x), sec(x) son continuas en todo intervalo real donde cos(x) = 0.

Las funciones ctg(x), cosec(x) son continuas en todo intervalo real donde sen(x) # 0.

ANIAN

La funcién exponencial, a* con a > 0 es continua en todo intervalo real.
La funcién logaritmica, log,(x) con a > 0 es continua en el intervalo (0,+o)

ANENIENENEN

Ejemplo 14: Estudiar en la continuidad de la funcién definida en R por: f(x)=1e* +1 Sl

x*+1 si x>0
La funcién f es una funcién definida a trozos compuesta por dos ramas, la primera rama es el cociente de dos funciones

exponenciales, que es continua, porque las funciones exponenciales son siempre continuas y e* +1 es siempre distinto de cero, la segunda
rama es una funcién polinémica, y por tanto continua, por tanto, esta funcién solo puede tener problemas de continuidad en el punto en
el que cambia de rama. O sea, en x=0. Estudiemos ese punto:

3f(0)

La funcién es continua en el punto x=0 si verifica las tres propiedades vistas anteriormente: <3 lirrg) f(x)

lim () = (0)
Calculamos f(0) = % o

Calculamos lirgl* flx)=1; lirglﬁ f(x) :% = Como los limites laterales son distintos, Z lirr(1) f(x) y por tanto la funcién no es continua en

x=0.

Asi que la funcién f(x) es una funcién continua en R — {O} , donde presenta una discontinuidad de salto finito.

6.8.- Ejercicios Resueltos

1.- Determinar el valor de a para que: |im (VXZ +ax +1 —X) =z

X —>+00

Tenemos una indeterminacién del tipo o« —o, por tanto vamos a multiplicar y dividir por el conjugado:
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x%+ax+1-x° ax +1

(VX2+GX+1—X)(\/X2+GX+1+X) 4
lim = lim = lim =—
Xt (\/X2+GX+1+X) X_’+°°(x/x2+ax+1+x) X"*°°(Vx2+ax+1+x) 2
De donde a=4.
2.- Caleular: lim x(x+a-x)

X —>+0

Como tenemos « —oo , multiplicamos y dividimos por el conjugado:

2 2
(\/X +ax —x)-( x% +ax +x)
lim «/X(«/X+a —«/X): lim (x/xz +ax —xj = lim =
X0 X0 Xwe (VXZ +ax +x

x%+ax-x°

— im XX iy 4
X (\/XZ +ax +Xj X (\/XZ +ax +x) 2
3.- Calcular el limite de la funcion f(x)= l—c# , en el punto O, en el punto 1 y en +x
X
Enx = 0O:
lim 1-cosx :l
X—0 )(2 2
Enx=1:
lim I_CZSX =1-cosl
x—1 X
En x =o0:
lim ﬂzol
X —>+0 X

porque la funcién 1-cosx es una funcién acotada entre Oy 2, y el denominador tiende a +o cuando x tiende
a +o,

2x -1

X —>+0

X
4.- Calcular el siguiente limite: lim [ﬁj

Utilizando la regla del "zapato” , tenemos que:

2 3\* lim (2“371})« lim [2“371]-)( lim (ij lim [4—’(]
lim ( X + ) _ prsnl 2x-1 — gxowel 2x1 — gxowel 2x-l — gxowel2x1) _ g2

2x -1

X —>+0

X
5. - Calcular el valor de la constante ¢ para que |im (X; 3) =e
X —+00

Utilizando la regla del “zapato”:

il li (X+3—1J lim [ij lim 3
lim (X+3j =e’(ﬂ°° ¥ CXzeXLM X CXzeXLﬂO c=e3” > C:%
X

5'6[72X

ae X +bcosx si x<0

3¢ 38X +b(x-1) si x>0

6. - Determinar a y b para que la funcion real f, definida por f(x)=

sea continua en la recta real.

© Ratil Gonzalez Medina 2018 Funciones, limites y Continuidad VI-15




Matematicas 12 Bachillerato CCNN

Para que estd funcidn sea continua en toda la recta real, tiene que ser continua en todos los puntos
de la recta real, pero vemos que para x=0, la funcién no estd definida, asi que como ho es continua en x=0,
no puede ser continua en toda la recta real, y por tanto no existen ay b que hagan que esta funcion sea
continua.

xe* six<0
7.- Calcular a y b para que la funcion definida por f(x)=<ax+b si 0<x<1 sea continua
1+ xlnx si x>1

La funcion f es una funcién definida a trozos compuesta por tres ramas, la primera rama es el
producto de una polinémica por una exponencial, que es continua, porque las funciones exponenciales y las
polindmicas son siempre continuas, la segunda rama es una funcién polinémica, y por tanto continua, la
tercera rama es la composicién de una polindmica y una logaritmica, que estd bien definida porque x>1, asi
que también es continua siempre, por tanto esta funcién solo puede tener problemas de continuidad en
los puntos en los que cambia de rama. O sea en x=0 y x=1. Estudiemos esos puntos:

3£ (a)

Una funcidn es continua en un punto x=a si ocurre:{3lim 7(x)

X—a

)I(iinaf(x) =f(a)

En x=0:
F(0)=0; lim f(x)=5b; lim f(x)=0 = Por tanto para que f sea continua en cero b=0.
x—>0" x>0~

En x=1:
F(1)=1; lim f(x)=1; lim f(x)=a+5b => Por tanto para que f sea continua en uno, a+b=1.
x—1t x—17

Y para que la funcion sea continua, se han de cumplir las dos condiciones, por tanto f es continua si b=0
y a=1.

x%+1

8.- Probar que la funcion definida por f(x)=—
X +7x-8

no es continua en x=1. Indicar que tipo

de discontinuidad presenta.

Lo primero es factorizar el denominador, y para ello utilizamos la regla de Ruffini.

x}+7x-8=(x-D(x*+x+8)
por tanto, la funcién:

X241 x%+1
x}+7x-8 (x-1)(x*+x+8)

f(x) =

La funcidn no estd definida en x=1, por tanto no es continua, presenta una discontinuidad de segunda
especie, llamada discontinuidad asintética.
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